Bolim 6

Bir Altkiime Tarafindan Uretilen
Gruplar ve Devirli Gruplar

Bu boliimde verilen bir grubun bog kiimeden farkli altkiimeleri tarafindan elde edilen gru-
plar1 inceleyecegiz. Bu altkiimelerden ozellikle tek elemanli olanlar1 tarafindan turetilen
altgruplar gruplar teorisinde énemli bir yere sahiptir.

6.1 Bir Altkiime Tarafindan Uretilen Gruplar

Bu boltimde herhangi bir grubun bog kiimeden farkli altkiimeleri yardimiyla ortaya cikan
gruplar1 ele alacagiz.

Tanim 6.1.1 G bir grup ve ) # A C G olsun. Bu durumda

(A) = {aray...an: her1<i<n icina; € A veya a;* € A}

kiimesine A tarafindan iiretilen kiime ads verilir. Ozel olarak (§) = {eg} dir.

Teorem 6.1.2 G bir grup, 0 # A C G olsun. Bu durumda (A) < G dir. Bu altgruba A
tarafindan iiretilen altgrup ad: verilir.

Uyar1 6.1.3 Eger A = {aj,...,a,} ve G = (A) ise o zaman G = (ay,...,a,) seklinde

gosterilir. ¢
Tamim 6.1.4 G bir grup ve ai, ..., an € G olsun. Eger G = (a1, ...,ay) ise o zaman
ai,...,ay elemanlarna G nin tiretecleri denir.

Tanim 6.1.1 de verilen (A) agagidaki sekilde de ifade edilebilir.
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G bir grup ve ) # A C G olsun. Bu durumda
(Ay ={a'a5?...a;* : her 1 <i<nigna; € Avee =F1}
dir. Toplamsal gruplarda

(A) ={e1a1 +e2a2 + -+ epay : her 1 <i<nigina; € A veeg; =F1}

seklindedir.

Ornek 6.1.5 S5 simetrik grubunda

(1) =(1,2)(1,2)
(1,2) =(1,2)

(1,3) =(1,3)

(2,3) =(1,2)(1,3)(1,2)
(1,2,3) = (1,3)(1,2)
(1,3,2) = (1,2)(1,3)

oldugundan S3 = ((1,2), (1, 3)) dir.

A

Ornek 6.1.6 Qg = {1,—1,4, —i, j, —j, k, —k} kuaterniyonlar grubunun iireteclerini bulalm.
Qs =(1,-1,i,—1i,j,—j, k, —k) dir. Biz Qg = (i, j) oldugunu gosterelim. k = ij oldugundan
k silinecek, —k = ji oldugundan —k silinecek, —1 = 4.i oldugundan —1 silinecek, 1 = (—i)i

oldugundan 1 silinecektir. Boylece A = {i,j,—i,—j} bir iiretec kiimesi ve i~} = —i ve
j~! = —j oldugundan (A) = (i,j,—i,—j) = (i,j) dir. Benzer sekilde Qs = (i,k) ve
Qs = (j, k) oldugu da gosterilebilir. A
Uyar1 6.1.7 G bir grup ve A C G olsun. Bu durumda
()= K

K<@

ACK
dir. ¢
Uyar1 6.1.8 G bir degismeli grup, a1, ag, ..., a, € G ve G = (a1, ag, ..., ap) olsun.
O zaman

G=A{al"...a;"| her 1 <i <nicinr; € Z},
toplamsal gruplarda
G ={ria1 + -+ rpay| her 1 <i<niginr; € Z}

seklindedir. Ornegin Z = (4,5) = {u4 + v5| u, v € Z} dir. ¢
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6.2 Devirli Gruplar

Bu kisimda bir grubun bir elemani tarafindan tiretilen altgruplarini ele alacagiz. Ayrica bir
grupta bir elemanin mertebesi kavramini da inceleyecegiz.

Teorem 6.2.1 G bir grup ve a € G olsun. Eger
H={a":neZ}

ise 0 zaman H kiimesi G nin bir altgrubudur.

Tanim 6.2.2 G bir grup ve a € G olsun. G nin H := {a" : n € Z} altgrubuna G nin
a tarafindan iiretilen devirli altgrubu denir ve {a) seklinde gdsterilir. Ozel olarak
G = (a) olacak sekilde a € G varsa o zaman G ye a tarafindan tretilen devirli grup
denir. Eger G bir toplamsal grup ise o zaman (a) = {na| n € Z} seklindedir.

Ornek 6.2.3 Z = (1) = (~1) oldugundan (Z, +) grubu devirli bir gruptur. A
Ornek 6.2.4 Her n > 2 icin nZ = (n) = (—n) kiimeleri Z nin devirli altgruplaridir. A

Uyar1 6.2.5 G bir grup a € G olsun. O zaman (a) = (\x<g K dir. ¢
acK

1 a
0 1

(1) 1 ]> olup H devirlidir. A

Ornek 6.2.6 H = { [ ] T a€ Z} kiimesi matrislerin bilinen ¢arpma iglemine gore

bir gruptur. Ayrica H = <[

Tanim 6.2.7 G bir grup ve a € G olsun. Eger G = (a) ise o zaman a ya G nin bir
ureteci denir.

Teorem 6.2.8 FEjer bir G grubunun bir direteci a ise o zaman G nin diger bir tireteci a™!

dir.

Ornek 6.2.9 Z, = {0,1,...,n — 1} toplamsal grubunu géz 6niine alahm. Z, = (1), olup
Zy, devirli bir gruptur. O halde 1, Z,, grubunun bir iiretecidir. A

H = (-2) = (8) dir. A



4 Béliim 6. Bir Altkiime Tarafindan Uretilen Gruplar ve Devirli Gruplar

Teorem 6.2.11 G bir grup ve a € G olsun. Eder her k € Z% icin a* # e ise 0o zaman (a)
bir sonsuz gruptur.

Sonug 6.2.12 G bir grup ve a € G olsun. Eger G sonlu ise o zaman a™ = e olacak sekilde
n € Z vardur.

Teorem 6.2.13 G bir grup, a € G ve a”™ = e sartint saglayan en kicik pozitif tamsayr m
olsun. Bu durumda

(i) (a) = {a a,...,a™ 1} seklindedir.
(ii) a® = a' olmasi icin gerek ve yeter sart t = s (mod m) olmasidar.

Sonug 6.2.14 Eger G = (a) sonsuz ise o zaman her n € Z i¢in a" # e dir. Ozel olarak
r, s € ZT icin a” = a® ise o zaman r = s dir.

Simdi gruplarda bir elemanin mertebesi kavramini tanimlayalim.

Tanim 6.2.15 G bir grup ve a € G olsun. Eger (a) sonlu bir grup ise o zaman {(a)
altgrubunun eleman sayisina (mertebesine) a nin mertebesi denir ve o(a) veya |a| ile
gosterilir. Eger (a) sonsuz bir grup ise o zaman a min mertebesi sonsuzdur denir.

Ornek 6.2.16 U(10) = {3,9,7,1} grubunu goz éniine alahm. 3'=23,3=93 =7,
3' = T oldugundan o(3) = 4 tiir. Bu sebeple (3) = U(10) dur. Yani U(10) bir devirli
gruptur ve bir iireteci 3 dir.

U(8) = {7,5,3,1} grubunu goz oniine alalim.

(2) 3 =3,3=1den o(3) =2 olup (3) = {3,1} #U(8) dir
(3) 5' =5,5" =T den o(5) = 2 olup (5) = {5,T} # U(8) dir
(4) 7" =7,7 =T den o(7) = 2 olup (7) = {7,1} £ U(8) dir
Boylece U(8) devirli bir grup degildir. A

Ornek 6.2.17 Zg toplamsal grubunun (2) = {2, 4, 6,0} altgrubunun mertebesi 4 oldugundan
0(2) = 4 tur. A

Sonug 6.2.18 G bir grup ve a € G olsun. Eger o(a) sonlu ise o zaman a nin mertebesi
a™ = e sartine saglayan en kii¢ik pozitif m tamsayrdir.
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Ornek 6.2.19 7= (1,3,2,8)(4,6)(5,7,9) € Sy permiitasyonunu goz éniine alahm. o(7) =
ekok(4,2,3) = 12 dir. Gergekten

2 = [(1,3,2,8)(4,6)(5,7,9)]'2
= (1,3,2,8)'%(4,6)'%(5,7,9))"
= [( 73’2’8)4]3[(476)2]6[(57779)3]4
= (1)
ve her 1 < k < 12 igin 7% # (1) dir. A

Teorem 6.2.20 G mertebesi n € Z™T olan bir grup olsun. O zaman asagidakiler dogrudur.
(i) g € G olsun. O zaman G = (g) olmasu i¢in gerek ve yeter sart o(g) = n olmasidur.

(ii) G nin devirli olmasi igin gerek ve yeter sart G nin mertebesi n olan bir eleman
icermesidir.

Agagidaki 6rnek Teorem 6.2.20 nin sonsuz gruplar i¢in dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 6.2.21 G :=GL(2,Q) ve g := [ i 1 ] olsun.
1 0
(g>—{[n1].neZ}
olup ¢ nin mertebesi sonsuzdur. Fakat G # (g) dir. A

Teorem 6.2.22 Dewvirli bir grubun her altgrubu da devirlidir.

6.3 Devirli Gruplarin Altgruplar: ve ["Iretegleri

Bu kisimda devirli gruplarin hangi elemanlarinin iireteg olabilecegini ve biitiin altgruplarinin
nasil bulunacag) arastiracagiz.

Teorem 6.3.1 G = (a) ve o(a) =n olsun. O zaman m € Z ve d = ebob(m,n) olmak tzere

dir.

Ornek 6.3.2 G = (a) ve o(a) = 20 olsun. O zaman ebob(8,20) = 4 oldugundan
(a®) = (a?) diir. A
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Sonug 6.3.3 G = (a) ve o(a) = n olsun. O zaman n nin pozitif bir béoleni d olmak tizere
G nin biitiin farkh altgruplar (a?) seklindedir.

Teorem 6.3.4 G = (a), o(a) =n vem € Z olsun. a™ nin G nin bir treteci olmasu i¢in
gerek ve yeter sart ebob(n,m) =1 olmasider.

Teorem 6.3.5 G = (a) ve o(a) =n olsun. k € Z" olmak izere

n

o(a") = ebob(k,n)

dir.
Ornek 6.3.6 Zy icinde o(8) i belirleyelim. Zgy = (1) ve o(1) = 20 dir. Ayrica 8 = 8.1 dir.
Boylece Teorem 6.3.5 geregince

_ 20 20
§)=—— =2 _—35
) = hob(20,8) ~ 4

tir. A

Ornek 6.3.7 G = (a) ve o(a) = 12 olsun. G grubununun biitiin altgruplarmi ve iireteclerini
belirlemeye galigalim. d | 12 olmak iizere, Sonug 6.3.3 geregince G nin biitiin farkh altgru-
plar (a?) seklindedir. d = 1,2, 3,4, 6,12 oldugundan G nin biitiin altgruplar::

Hy =(") =G
Hy =(a®) = {e,a?,a*,a%, a8, a'"}
Hs =(a3) = {e,a®, a5 a"}
Hy =(a*) = {e,a?,a®}
Hs =(a®) = {e, a5}
Hg =(a'?) = {¢}
seklindedir.
Ayrica k = 1,5,7,11 igin ebob(k,12) = 1 olup G = {(a') = (a®) = (a7) = (a'!) dir. A

Ornek 6.3.8 G = {—1,1,—1i,1}, i tarafindan iiretilen devirli bir gruptur. Bu grubun
iiretecleri ebob(1,4) = ebob(3,4) = 1 oldugundan i ve i®> = —i dir. Béylece G nin biitiin
altgruplar1 (i), (—1) ve (1) seklindedir. A
Teorem 6.3.9 H ve K iki sonlu grup, G := H x K ve (h,k) € G olsun. O zaman

o((h, k)) = ekok(o(h),o(k))
dar.
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Ornek 6.3.10 Zys & Zs icinde mertebesi 5 olan biitiin elemanlarm sayisim belirleyelim.

5 =0((a,b)) = ekok(o(a), o(b))

sartim saglayan (a,b) € Zos @ Zs elemanlarim belirleyelim. Burada o(a) = 5, o(b) = 5
veya o(a) = 1, o(b) = 5 veya o(a) = 5, o(b) = 1 tir. Birinci durumda a = 5,10, 15,20
ve b = 1,2, 3,4 olabilir. Boylece birinci durumda mertebesi 5 olan 16 eleman vardir. Bu

elemanlar:

(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (10, 1), (10,2), (10, 3), (10, 4),

1
(15, 1), (15,2), (15,3), (15, 4), (20, 1), (20, 2), (20, 3), (20, 4)

seklindedir. Ikinci durumda a =0 ve b = 1,2,3,4 olur. Dolayisiyla bu durumda mertebesi
5 olan 4 eleman vardir. Bu elemanlar:

seklindedir. Uciincii durumda a = 5,10, 15,20 ve b = 0 olur. Bu durumda mertebesi 5 olan
4 eleman vardir. Bu elemanlar:

seklindedir. A

Teorem 6.3.11 H wve K iki sonlu devirli grup ve G := H x K olsun. O zaman G nin
devirli olmasu i¢in gerek ve yeter sart ebob (|H|,|K|) =1 (yani H nin ve K nin mertebeleri
aralarinda asal) olmasidur.

Sonug 6.3.12 Z,, ®Z, nin devirli olmas: i¢in gerek ve yeter sart ebob(m,n) =1 olmasidar.

Ornek 6.3.13 Sonug 6.3.11 geregince Zog ® Zioo, Lz D Zo7 gruplart devirli degil fakat
Zg ® Loy ve Zi13 & Zq1 gruplart devirlidir. A
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