Boluim 8

Kosetler ve Lagrange Teoremi

Bu boliimde verilen herhangi bir grubunun bir altgrubu yardimiyla tanimlanan bir denklik
bagintis1 ve bu baginti sonucunda ortaya c¢ikan denklik simiflar ele alinacaktir. Ayrica sonlu
gruplar i¢in biiyiik bir 6neme sahip olan Lagrange Teoremi verilecek ve bu teorem vasitasiyla
sonlu gruplariin altgruplar: belirlenecektir.

8.1 Kosetler

Bu kisimda bir grubunun belirli bir altgrubu kullanilarak bir denklik bagintisi tanimlanip
bu bagint1 sonucunda ortaya c¢ikan denklik siniflar1 belirlenecek ve 6zellikleri arastirilacaktir.

Tanim 8.1.1 A ve B kiimeleri bir G grubunun bos olmayan iki altkiimesi olmak tizere
AB={ab: ac€ A, be B}

kimesine A ile B kiimelerinin ¢arpimi ads verilir. Eger g, h € G i¢in A = {g} ise o
zaman {g}B = gB ve B = {h} ise o zaman A{h} = Ah seklinde gdsterilir.

G grubu toplamsal ise o zaman A + B (A ile B nin toplami) ve g + B, A + h gosterimleri
kullanilacaktir.

Teorem 8.1.2 G bir grup ve A, B,C kiimeleri G grubunun bos kiimeden farkl altkimeleri
olsun. Bu durumda

(i) A(BC) = (AB)C dir.

(ii) Eger B = C ise o0 zaman AB = AC ve BA= CA dur.
(iii) Genel olarak AB carpimu degismeli degildir, yani AB # BA dur.
(iv) AB = AC olmas1 B = C olmasim gerektirmez.

(v) Eger bir g € G i¢in gA = gB ise 0o zaman A = B dir.
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Tanim 8.1.3 G bir grup ve H < G olsun. G tuzerinde =, (mod H) bagintisina
a=,b (mod H) olmasi icin gerek ve yeter sart ab~' € Holmasidur

seklinde tanamlayalim.

Onerme 8.1.4 =, (mod H) bagintisy G tizerinde bir denklik bagintisidir ve bu bagintiya
gore a € G nin denklik sinif

[a] = Hao={ha:he H}
dar.

Tanim 8.1.5 G bir grup, H < G olsun. a € G olmak tizere
Ha = {ha:he H}

kimesine H kiimesinin G grubu icindeki bir sag koseti ady verilir.

Uyar: 8.1.6 G bir grup ve H < G olmak tizere G de =; (mod H) bagmtisini
a=;b (mod H) olmas icin gerek ve yeter sart a~'b € H olmasidir

seklinde tamimlayacak olursak =; (mod H) bagintisi G {izerinde bir denklik bagintisi olup,
a € G nin denklik sinifi
[a] =aH ={ah:h € H}

dir. ¢

Tanim 8.1.7 G bir grup, H < G olsun. a € G olmak tizere

aH ={ah:h e H}

kimesine H kiimesinin G grubu i¢indeki bir sol koseti ady verilir.

Uyar1 8.1.8 G bir grup ve H < G olmak iizere a € G igin her zaman a«H = Ha olmak
zorunda degildir. ¢

Ornek 8.1.9
S3 {(1),(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}
simetrik grubunun K = {(1), (1,2)} altgrubunu ele alalim. a = (1,2, 3) € S3 i¢in

aK ={(1,2,3)(1),(1,2,3)(1,2)} = {(1,2,3),(1,3)}

ve

Ka={(1)(1,2,3),(1,2)(1,2,3)} = {(1,2,3),(2,3)}
oldugundan aK # Ka dir. A
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Lemma 8.1.10 G bir grup ve H < G olsun. H altgrubunun G grubu i¢indeki sol (sag)
kosetlerinin kiimesi G grubunun bir ayrisimini verir.
Ornek 8.1.11 S3 = {(1),(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3), (1,
alahm. K = {(1),(1,2)} altgrubu i¢in (123)K =
(1,2,3)K oldugundan (1,3)K = (1,2,3)K = {(1,2
(L2)K = {(1), (1,2)} ve (2,3)K = (1,3,2)K = {(1,

K altgrubunun G grubu ig¢indeki biitiin sol kosetleri

1,3,2)} simetrik grubunu goéz éniine

{(1,2,3),(1,3)} elde edilir. (1,3) €
,3),(1,3)} olur. Benzer sekilde (1)K =
3,2),(2,3)} kosetleri bulunur. Boylece
K, (1,2,3)K, (1,3,2)K seklindedir. A

Ornek 8.1.12 Zjp nin K = (6) = {6,0} altgrubunu goz 6niine alahm. K mmn Zio icindeki
biitiin farkl kosetleri 0+ K, 1+ K, 2+ K, 3+ K, 4+ K, 5+ K dir. A

Uyar1 8.1.13 G bir grup ve H < G olsun. H altgrubunun G grubu igindeki sol kosetlerinin
say1st (kardinalitesi) ile sag kosetlerinin sayisi (kardinalitesi) birbirine esittir. ¢

Tanim 8.1.14 G bir grup ve H < G olmak tzere H altgrubunun G grubu igindeki
sol kosetlerinin sayisina (kosetlerden olusan kiimenin kardinalitesine) H nin G igindeki
indeksi adi verilir ve |G : H| ile gosterilir.

Ornek 8.1.15 Aj alterne grubunun S3 simetrik grubu igindeki biitiin farkli sol kosetleri
As, (12)As3 oldugundan |S3 : As| = 2 dir. A

8.2 Lagrange Teoremi

Bu kisimda sonlu ve devirli olmayan gruplarin altgruplarini belirlemede kullanilan énemli
bir teoremi verecegiz.

Teorem 8.2.1 (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu durumda H
altgrubunun mertebesi G grubunun mertebesini béler.

Sonug 8.2.2 G sonlu bir grup ve a € G olsun. Bu durumda a elemaninin mertebesi G
grubunun mertebesini béler.

Ornek 8.2.3 G mertebesi 189 olan bir grup ve a,b € G icin o(a) = 9, o(b) = 21 olsun.
H # G olmak iizere Lagrange Teoremi yardimiyla H = (a,b) altgrubunun mertebesini
bulalm. G grubu sonlu oldugundan H = (a,b) < G igin Lagrange Teoremi geregince
|H| | 189 dur. Bu durumda |H| =1,3,7,9,21,27,63 veya 189 olabilir. H # G oldugundan
|H| # 189 dur. (a) < H oldugundan o(a) | |H| yani 9 | |H| dir. Benzer sekilde
(b) < H oldugundan o(b) | |H| olup 21 | |H| dir. Eger 9 | |H| ve 21 | |H]| ise o zaman
ekok(9,21) = 63 oldugundan 63 | |H| dir. Bu sebeple |H| = 63 tiir. A



4 Boliim 8. Kosetler ve Lagrange Teoremi

Lagrange Teoreminin kargiti dogru degildir.

Ornek 8.2.4 Ay alterne grubu gz éniine alindiginda |A4| = 12 ve 6 | 12 olmasima ragmen
Ay grubunun mertebesi 6 olan altgrubu yoktur (Gosteriniz). A

Sonug 8.2.5 Mertebesi bir asal sayr olan her grup devirlidir.

Ornek 8.2.6
S3 = {(1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (17 273)7 (17 37 2)}

simetrik grubunun biitiin altgruplarini Lagrange Teoremi yardimiyla belirleyelim. Eger
H < S3ise o zaman |[H| | |S3| = 6 dir. O halde |H| = 1,2,3 veya 6 olabilir. Eger |H| =1
ise o zaman Hy = ((1)) = {(1)} dir. Eger o(H) = 2 ise mertebesi asal olan her grup devirli
oldugundan Hy = ((1,2)) = {(1),(1,2)}, Hs = ((1,3)) = {(1),(1,3)} ve Hy = ((2,3)) =
{(1),(2,3)} seklindedir. Eger |H| = 3 ise H5 = ((1,2,3)) = {(1),(1,2,3),(1,3,2)} =
((1,3,2)) = Az diir. Son olarak eger |H| = 6 ise o zaman Hg = S3 bulunur. A

Ornek 8.2.7 (Mertebesi 4 Olan Gruplarin Simiflandirilmasi) G mertebesi 4 olan
bir grup olsun. O zaman G = {e, a,b, ab} seklindedir. Eger G devirli ise o zaman G = Z4
tiir. Simdi G devirli olmasin. O zaman Lagrange Teoreminden dolay1 o(a) # 4 ve o(a) | 4
oldugundan ve benzer durum b ve ab i¢in de gegerli oldugundan o(a) = o(b) = o(ab) = 2
dir. Simdi f: G — Zy ® Zs, f(e) = (0,0), f(a) = (1,0), f(b) = (0,1) ve f(ab) = (1,1)
seklinde tanimlayalim. O zaman f bir izomorfizmadir. Yani G = Zs @ Zo dir. Dolayisiyla
mertebesi 4 olan bir grup ya Z4 e ya da Zo ® Zsy ye izomorftur. Boylece mertebesi 4 olan
gruplar simiflandirilmig olur. A
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