Bolim 9

Normal Altgruplar ve Bolum
Gruplar:

Bu bolumde verilen bir grupta belirli bir altgrubun sol ve sag kosetlerinin birbirine esit ol-
mas1 durumu ele alinacaktir. Bu durumda sz konusu altgruba “normal altgrup” adi verile-
cek ve bu altgruplarin 6zellikleri arastirilacaktir. Ayrica gruplarin boliim kiimelerinden nor-
mal altgruplar sayesinde boliim gruplar: elde edilecek ve boliim gruplarinin baz 6zellikleri
incelenecektir.

9.1 Normal Altgruplar

Bu kisimda bir grubun “normal altgrubu” kavrami tanimlanip, bazi ornekler verilecek ve
ozellikleri incelenecektir.

Tanim 9.1.1 G bir grup ve H < G olsun. Eger her x € G i¢in xH = Hz oluyorsa
H altgrubuna G grubunun normal altgrubu ads verilir ve H < G ile gosterilir. Eger
H # G ise o zaman H <G seklinde gosterilir.

Ornek 9.1.2 Az = {(1), (1,2, 3),(1,3,2)} alterne grubunun S3 simetrik grubunun normal
altgrubu oldugunu gosterelim. Oncelikle A3 < S3 oldugunu biliyoruz. Bu durumda sadece
her z € S5 icin £ A3 = Asz oldugunu gosterecegiz.

(1)A5 — Ag — A3(1)
(1,2,3)A3 = Az :A3(1,2,3)
(1,3,2)A3 = Ag = A3(1,3,2)
(172)A3 {(172)7(273)’(1a3)} :A3(1a2)
(173)A3 = {(172)7(273)7(173)} :A3(173)
(273)A3 = {(172)7(273)’(1a3)} :A3(2a3)
oldugundan Az <1 S5 dir. A
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Ornek 9.1.3 Sz simetrik grubunun H = {(1),(1,3)} altgrubunu goéz oniine alalim.
x = (1,2,3) € S3 i¢in

Hx = {(1)(17273>7 (1’3)(1’273)} = {(1’273)a <172)}

xH ={(1,2,3)(1),(1,2,3)(1,3)} = {(1,2,3),(2,3)}
olup Hx # xH dir. Bu sebeple H altgrubu S5 icerisinde normal degildir. A

Ornek 9.1.4 G bir grup olmak iizere {e} agikar altgrubu ve G grubu G nin normal
altgruplaridir. A

Ornek 9.1.5 Degismeli bir grubun her altgrubu normaldir. A
Teorem 9.1.6 G bir grup ve H < G olsun. H < G olmast i¢in gerek ve yeter sart her
x € G ve her h € H i¢in xha~! € H olmasidor.

Ornek 9.1.7 Bir G grubunun merkezi olarak bilinen Z(G) = {z € G : her g € G i¢in

gx = xg} altgrubu G nin bir normal altgrubudur. A

Ornek 9.1.8 S, simetrik grubunun
H = <(172a3)> = {(1)7 (1?273)7 (173> 2)}
altgrubunu goz 6ntine alalim. g = (1,2,3,4) € Sy ve h = (1,2,3) € H igin
ghg*1 =(1,2,3,4)(1,2,3)(1,4,3,2) = (2,3,4)

ve (2,3,4) ¢ H oldugundan H altgrubu Sy iginde normal degildir. A

Teorem 9.1.9 0: G — G bir grup homomorfizmasi olmak iizere Ker < G dir.

9.2 Bolum Gruplar:
G bir grup ve N < G olsun. G nin N ye gore sol kosetlerinin kiimesi
G/N :={aN :a € G}

seklinde ifade edilir.
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Teorem 9.2.1 G bir grup ve N QG olsun. Eger her aN, bN € G/N ig¢in

(aN) - (bN) = abN

seklinde tanmimlanirsa G/N bir gruptur. Birim elemani egN seklinde, her aN € G/N nin
tersi, a ' N seklindedir. Ayrica eger G degismeli ise o zaman G /N de degismelidir.

Tamim 9.2.2 G bir grup ve N < G olsun. O zaman G/N grubuna G nin N ye gore
boliim grubu ad: verilir.

Uyar1 9.2.3 Eger G toplamsal bir grup ise o zaman G/N = {a + N : a € G} seklindedir.

Ayrica G/N nin birim elemani1 0 + N ve a + N € G/N nin tersi (—a) + N dir. ¢
G
Uyar1 9.2.4 Eger G sonlu bir grup ve N < G ise o zaman |G/N| = ||N’\ =|G: N|dir. ¢

Ornek 9.2.5 G = Aj alterne grubu, G nin
H={oceG:0(5) =5}

ve

K={oceG:0(4) =4}

altgruplarimi géz 6niine alalim. O zaman
HNK={oc€A;5: o(4)=4veo(5) =5} ={(1),(1,2,3),(1,3,2)}

G —@:20dir. A

Oldugundan |G . HQK| = W = 3

Ornek 9.2.6 Z toplamsal grubunun 3Z normal altgrubunu goz éniine alahm. Z/37Z =
{a+3Z: a€Z} ={0+3%,14+3Z,2+3Z} boliim grubunun iglem tablosu agagidaki gibidir:

+|043Z 1+3Z 2+3Z
0+3Z[0+3Z 1+3Z 2+3L
14+3Z|1+3Z 2+3Z 0+3Z
2+3Z|2+3Z 0+3Z 1+3Z

Tablo 9.1: Z/37 Boliim Grubunun Islem Tablosu A
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Uyar1 9.2.7 n > 2 bir tamsay1 olmak tizere Z/nZ grubunu goz 6niine alalim. O zaman
m + nZ olmak tiizere

m+nZ = {m-+nz|zel}
= {klk=m (modn)}
= m

oldugundan m + nZ = m, yani
Z/nZ = Ly,

dir. ¢

Teorem 9.2.8 G bir grup ve N <G olsun. O zaman
7:G— G/N, w(a)=aN

seklinde tanwmlanan fonksiyon bir epimorfizmadir. Bu epimorfizmaya dogal (kanonik)
epimorfizma adi verilir.

Uyar1 9.2.9 G bir grup ve N < G olsun. 7 dogal epimorfizmas: érten oldugundan G/N
boliim grubu G grubunun bir homomorfik gériintiisiidiir. ¢

Uyar1 9.2.10 Bir G grubunun N <G altgrubu i¢in 7: G — G/N dogal epiomorfizmasimi
g6z Oniine alalim.
Kerm = {a€G:7m(a) =N}
= {a€G:aN =N}
= {aeG:ae N}
= NNG
= N

elde edilir. ¢

Ornek 9.2.11 0 : Z — 7Z/2Z x Z/5Z, 6(a) = (a + 2Z,a + 5Z) seklinde tammli 6

homomorfizmasi verilmis olsun. Bu durumda

Kerd ={a€Z:0(a)=(0+2Z,0+5Z)}
—{a€Z: (a+2Z,a+5Z) = (0+ 22,0+ 5Z)}
={a€Z:a+22=0+2Z,a+5Z =0+ 5Z}
={a€Z:a€2ZveacbL}
={a€Z:a€2ZN>BL}
={a€Z:acl0Z}
=102

oldugundan 6 bir monomorfizma degildir. A
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9.3 Izomorfizma Teoremleri

Teorem 9.3.1 (Birinci Izomorfizma Teoremi) 0: G — G bir grup homomorfizmas:

olsun. Bu durumda
G/Kerf = Imf

dar.
Sonuc 9.3.2 0: G — G bir grup epimorfizmasi ise o zaman G/Kerf = G dur.

Ornek 9.3.3 6(a) = @ seklinde tammh 0 : Z — Z,, fonksiyonunu géz 6niine alalim. Her
a, b€ Zigin
f(a+b) =

— O(a) + 00b)

oldugundan # bir homomorfizmadir. Ayrica

Kerd = {a€Z:60(a) =0}
{a€Z:a=0}
{a€Z:a=0
{a € Z : nla}
{a €Z:a=nk, keZ}
= {nk:keZ)
= ni
Imf = {6(a):acZ}
= {a:a€Z}
- 7,

bulunur. Birinci Izomorfizma Teoremi geregince Z/nZ = Z, dir (Uyar1 9.2.7 de daha
kuvvetli olarak aslinda Z/nZ = Z,, oldugunu gostermistik). A

Teorem 9.3.4 (ikinci Izomorfizma Teoremi) G bir grup, H ve K da G grubunun
altgruplar, K <G olmak tizere,

H/(HNK)=®2 HK/K
dar.

Teorem 9.3.5 (ﬂ'gﬁncﬁ Izomorfizma Teoremi) G bir grup, H ve K da G grubunun
normal altgruplar, H C K C G olsun. Bu durumda,

(G/H)/(K/H) = G/K

dar.
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