Bolim 10

Gruplarin Ig Direkt Toplamlari

Bu boliimde verilen bir grubun altgruplar: yardimiyla bazi ayrigimlar: arastirilacaktir. Bu-
rada gruplar toplamsal olarak ele alinacaktir.

10.1 Toplam Kiimesi ve ig Direkt Toplam

Tanim 10.1.1 G degismeli bir grup ve Hi, Hs, ..., H, de G nin altgruplar olsun.

Hi+Hy+ ---+Hp:={h1+ha+---+hy,: i=1,2,...,n i¢in h; € H;}

kimesine Hy, Ho, ..., Hy altgruplarinin toplam kiimesi ade verilir.

Teorem 10.1.2 G degismeli bir grup ve G nin Hy, Ho, ..., H, altgruplar olsun. O zaman
H:=Hy+ Hy+ -+ H, toplam kimesi G nin bir altgrubudur.

Onerme 10.1.3 G degismeli bir grup ve G nin Hy, Ho, ..., H, altgruplar olsun. O zaman
n

G = Hy+ Hy + - -- + Hy, olmasu igin gerek ve yeter sart G = (|J H;) olmasudur.
i=1

Ornek 10.1.4 Zpp grubunun H; = (2) = {2,4,6,8,10,0}, Ho = (3) = {3,6,9,0} ve

Hs = (4) = {4,8,0} altgruplarim goz oniine alalm.

H{+Hy = {h1+h2:h1€H1,h2€H2}
{k2+13: k, l € Z}
{(k2+13: k, 1€ Z}

{ml: meZ}

= Zi2
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ve
Hy 4+ Hs = {h2+h3:h2€H2,h3€H3}
= {r3+sd: r, se€Z}
= {r3+sd: r, s€Z}
= {t1: teZ}
= Zi2

olmasina ragmen
H{+Hs = {h1+h3:h1€H1,h3€H3}

= {u2+vd: u, veZ}
{u2+vd: u, veZ}
{u2+0v22: u, vez}
{2(u+v2): u, veZ}
{n2:neZ}
- H

olup Hy # Zj3 dir. Bu sebeple bir grubun altgruplarinin toplamlar: her zaman grubun
kendisine esit olmayabilir. A

Tanim 10.1.5 G degismeli bir grup, G nin Hy, Hs, ..., H, altgruplari vex € Hy +-- -+
H, olsun. x = h1+---+h,, = hll—i—- . ~—|—h;1 sartine saglayan her hq, hll € Hi,...,hy, h/n €

H, icin hy = h,17 500l = h;1 oluyorsa o zaman x in yaznhs: tek turludir denir.
Tanim 10.1.6 G degismeli bir grup ve G nin Hy, Ho, ..., H, altgruplar: olsun. Eger
x € H + Hy + --- + H,, i¢in x in yazlisy tek tirli ise o zaman Hy + Hy + --- + Hy,
toplamina Hy, ..., Hy, altgruplarimn (i) direkt toplami ads verilir ve

H®H®---© Hy

ile gosterilir.

Teorem 10.1.7 G degismeli bir grup ve G nin Hy, Ho, ..., H, sonlu altgruplar olsun.
Bu durumda

|Hi ® Hy ® -~ @ Hy| = |H1| |Ha|...|H,|

dir.

Teorem 10.1.8 G degismeli bir grup ve G nin Hy, Ho, ..., Hy altgruplars olsun. Bu
durumda Hy + Ho + -+ + H, toplamimin direkt toplam olmasi i¢cin gerek ve yeter sart
hi+hos+---+h, =0 iken hy = hg =--- = h, = 0 olmasidar.

Teorem 10.1.9 G degismeli bir grup ve Hi, Ho < G olsun. G = Hy @& Hs olmas: icin
gerek ve yeter sart

(i) G=Hi + Hy,
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(ii) Hy N H, = {0}

olmasidar.

Ornek 10.1.10 G := Zi5 grubunun H; = (2) = {2,4,6,8,10,0}, Hy = (3) = {3,6,9,0} ve
Hj; = (4) = {4,8,0} altgruplan i¢in G = Hy + Hs olmasima ragmen Hy N Hy = {0,6} # {0}
oldugundan G grubu H; ve Hs altgruplarinin direkt toplami degildir. Fakat G = Hy + Hs
ve Hy N H3 = {0} oldugundan Teorem 10.1.9 geregince G = Hy @& Hj tiir. A

Sonug 10.1.11 G degismeli bir grup ve Hy, Ho, ..., Hy, G nin altgruplars olsun. Bu
durumda G = Hy ® Ho & - - - & H, olmas: i¢in gerek ve yeter sart

(i) G=H,+Hy+ -+ H,,
(ii) Herj=1,2,...,ni¢in H;y N (Hy +---+ Hj_1 + Hj41 + -+ H,) = {0}
olmasudar.

Teorem 10.1.12 G degismeli bir grup ve Hy, Hy < G olsun. G = Hy & Ho olmak tizere
(i) G/H, = H,,
(il) G/Hy =2 H

dir.

Ornek 10.1.13 Zj, grubunun (3) ve (4) altgruplarim goz éniine alalm. Zjp = (3) @ (4)
oldugundan Z13/(3) = (4) ve Z12/(4) = (3) olur. A
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