Bolim 11

p-Gruplar ve Sylow Teoremleri

Bu boliimde p bir asal say1 olmak tizere p-grup, p-altgrup ve Sylow p-altgrup kavramlar:
incelenecektir. Verilen herhangi bir grubun Sylow p-altgruplar1 yardimiyla ayrigimlarinin
elde edilmesi iizerinde durulacaktir. Ayrica “Sylow Teoremleri” olarak bilinen ve sonlu
gruplar icin biiylik bir 6neme sahip teoremler verilecektir.

11.1 p-Gruplar

Bu kisimda bir p asal sayisi i¢in p-grup, p-altgrup ve Sylow p-altgrup kavramlar: tanimlanacaktir.

Tanim 11.1.1 G bir grup ve p bir asal say olsun. Eder G grubunun her elemaninin
mertebesi p nin bir kuvveti olarak yazilabiliyorsa G ye bir p-grup adv verilir.

Ornek 11.1.2
QB = {_17 17 _ivia _jajv _kv k}

kuaterniyonlar grubunu goz éniine alahm. (g grubunun elemanlarinin mertebeleri o(1) =
1 =20, o(—1) = 2 = 21, o(—i) = o(i) = 4 = 2% o(j) = o(—j) = 4 = 2% o(—k) = o(k) =
4 = 22 oldugundan Qg bir 2-gruptur. A

Ornek 11.1.3 p bir asal say1 olmak iizere Q/Z bolim grubunun
a . +
H=<{—+7Z:a€Z, ic€Z
pl

altgrubu bir sonsuz p-gruptur. A

Ornek 11.1.4 G = Zg grubunun elemanlarinin mertebeleri bir p asal sayisinin kuvveti
olmadigindan bir p-grup degildir. A
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Her grup p-grup olmak zorunda degildir, fakat p-grup olan altgruplari mevcut olabilir. Simdi
bu durumu inceleyelim.

Tanim 11.1.5 G sonlu degismeli bir grup, p bir asal say: ve p | |G| olsun. Bu durumda

Gp={z € G:o(z)=p" olacak bigimde r € Z* U {0} vardur}

seklinde tanimiidar.

Teorem 11.1.6 G sonlu degigmeli bir grup, p bir asal say ve p | |G| olsun. Bu durumda
G, kiimesi G nin bir altgrubudur.

Uyar: 11.1.7 Her grup bir p-grup olmak zorunda degildir. Eger G sonlu degismeli bir
grup, p bir asal say1 ve p | |G| ise o zaman G nin en genis p-altgrubu G,, dir. ¢

Ornek 11.1.8 G = Zg grubunu goz oniine alahm. |Zg| = 6 = 2 - 3 olup |Zg| bir p
asal sayisinin kuvveti olmadigindan Zg grubu bir p-grup degildir. Diger taraftan 2 | |Zg|
oldugundan G = Zg nin bir 2-altgrubu Gg ve 3 | |Zg| oldugundan Zg nin bir 3-altgrubu G
vardir. Bu altgruplar

Gy = {T € G:o(T)=2" olacak bigimde r € Z* U {0} vardir}
{0,3}
= (3

ve
€ G : o(T) = 3" olacak bi¢imde r € Z* U {0} vardir}
2,4}

Il
P
S

seklindedir. A

Uyar1 11.1.9 G sonlu bir grup, p bir asal sayi, m € Z% olmak iizere p™ | |G| ve
p" 14 |G| olsun. Bu durumda G grubunun mertebesi p™ olan bir altgrubu vardir. ¢

Tamim 11.1.10 G sonlu bir grup, p bir asal say, m € Z* olmak tzere p™ | |G| ve
p™ 1 1 |G| olsun. Bu durumda G grubunun mertebesi p™ olan altgrubuna Sylow p-
altgrubu ads verilir.

Ornek 11.1.11 S5 simetrik grubunun Sylow p-altgruplarm belirleyelim. |93 =6=2-3
oldugundan S3 grubunun Sylow 2-altgruplar ile Sylow 3-altgruplar1 vardir. 2! | 6 ve 22 16
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oldugundan S3 grubunun Sylow 2-altgrubunun mertebesi 2 dir. Mertebesi asal olan her
grup devirli oldugundan Ss grubunun Sylow 2-altgruplar:

Hy = ((1,2)) {(), (1,2)}
Ha (1,3) = {(1),(1,3)}
Hy = ((2,3) = {(1),(23)}

seklindedir. Benzer sekilde 3! | 6 ve 32 { 6 oldugundan S3 grubunun Sylow 3-altgrubunun
mertebesi 3 tiir. 3 asal oldugundan S3 grubunun Sylow 3-altgrubu devirli olacaktir ve bu
altgrup

Hy = {(1)7 (1’ 2, 3)7 (17 3, 2)} = <(17 2, 3)> = <(1’ 3, 2)> = A3

seklindedir. A

Ornek 11.1.12 G = Zg grubunun Gy = {0,3} altgrubu icin 2 | |G| ve 22 { |G|, diger
taraftan G3 = {0, 2,4} altgrubu icin de 3 | |G| ve 3% 1 |G| oldugundan Gs ile G3 altgruplar:
G nin sirasiyla Sylow 2 ve Sylow 3-altgruplaridir. A

11.2 Sylow Teoremleri

Bu kisimda Sylow Teoremleri verilip bu teoremlerin kullanildig1 bazi uygulamalar yapilacaktir.

Tanim 11.2.1 G bir grup ve H < G olsun. g € G i¢in gHg™' = {ghg™' : h € H}
kimesi G grubunun bir altgrubudur. gHg™' altgrubuna H altgrubunun g ile eslenigi
ady verilir.

Uyar: 11.2.2 H bir G grubunun Sylow p-altgrubu ise g € G icin gHg™! de G nin bir
Sylow p-altgrubudur ve |H| = |[gHg~!| dir ( Sonsuz grup durumunda kardinaliteler esittir).
¢

Teorem 11.2.3 (Sylow Teoremleri) G sonlu bir grup ve p bir asal sayr olsun. Bu
durumda

(i) Eger p™ | |G| ve p™ ™ t |G| olacak sekilde bir m € Z* wvarsa bu durumda G grubu
mertebest p™ olan bir altgruba sahiptir ve bu altgruba Sylow p-altgrubu adi verilir.

(ii) Ayni p asal sayst i¢in G nin herhangi ki Sylow p-altgrubu esleniktir, yani Py ve Py;
G nin iki Sylow p-altgrubu ise o zaman Py = gP1g~" olacak sekilde bir g € G vardar.

iii) G grubunun farkly Sylow p-altgruplarinin sayist n, ile gosterilmek tzere eger p | |G
P
ise 0o zaman ny | |G| ve np =1 (mod p) dir.
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Uyari1 11.2.4 G bir grup olmak iizere G nin bir tek Sylow p-altgrubu P ise o zaman Teorem
11.2.3 (ii) geregince g € G icin gPg~! de G nin bir Sylow p-altgrubudur ve |P| = |gPg™!|
dir. P, G nin tek Sylow p-altgrubu oldugundan her g € G icin gPg~! = P olmahdir. Bu
durumda P < G dir. ¢

Tanim 11.2.5 Bir G grubunun {e} ve kendisinden baska normal altgrubu yoksa o zaman
G grubuna bir basit grup adv verilir.

Ornek 11.2.6 Sylow Teoremleri yardimiyla mertebesi 20 olan bir G grubunun basit ol-
madigim gosterelim. |G| = 20 = 22 - 5 geklinde asal carpanlarma ayrildigindan G grubunun
Sylow 2 ve Sylow 5-altgruplari vardir. G grubunun farkli Sylow 2-altgruplarinin sayisi no
olmak tizere Sylow Teoremleri (iii) geregince ng | 20 ve ng = 1 (mod 2) dir. Buradan
ng = 1,2,4,5,10,20 ve no = 1,3,5,7,9,11,... olup ny = 1 veya 5 tir. Diger yandan
G grubunun farkli Sylow 5-altgruplarinin sayisi ns ile gosterilmek tizere Sylow Teorem-
leri (iii) geregince ns | 20 ve ns = 1 (mod 5) tir. Buradan ns; = 1,2,4,5,10,20 ve
ns = 1,6,11,16,21,... olup ns = 1 bulunur. Bu durumda G grubunun bir tek Sylow
5-altgrubu vardir. Bu altgrubu P ile gosterelim. O halde P < G dir. Ayrica 5™ | |G| ve
5mFL 4 |G| sartim saglayan m = 1 oldugundan |P| = 5 tir. Dolayisiyla P # {e} ve P # G
dir. Boylece G bir basit grup degildir. A

Ornek 11.2.7 Mertebesi 28 olan bir G grubunun mertebesi 7 olan bir normal altgrubunun
var olup olmadigini aragtiralm. |G| = 28 = 22 - 7 geklinde asal carpanlarina ayrildigindan
G grubunun Sylow 2 ve Sylow 7-altgruplar1 vardir. G nin farkli Sylow T7-altgruplarinin
sayist ny olmak iizere ny | 28 ve ny = 1 (mod 7) dir. Bu sebeple ny = 1,2,4,7,14,28 ve
ny = 1,8,15,22,29,... olup ny = 1 bulunur. Dolayisiyla G nin bir tek Sylow 7-altgrubu
vardir. Bu altgrubu P ile gosterirsek bu durumda P <1 G olur. Diger taraftan 7™ | |G| ve
7"+t |G| olacak sekilde m = 1 oldugundan |P| = 7 dir. A
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