Bolum 12

Sonlu Degismeli Gruplarin Yapisi

Bu boliimde sonlu degismeli gruplarin temel teoremini vererek bu gruplarin yapisimi be-
lirleyecegiz.

12.1 Sonlu Degismeli Gruplar

Teorem 12.1.1 (Degismeli Gruplar igin Cauchy Teoremi) G mertebesi n olan
degismeli bir grup ve p bir asal sayr olmak tzere p | n olsun. O zaman G nin mertebesi p
olan en az bir elemant vardar.

Teorem 12.1.2 G agikar olmayan sonlu grup ve p bir asal sayr olsun. G nin bir p-
grup olmasu igin gerek ve yeter sart |G| = p* olacak sekilde bir k pozitif tamsayisinan var
olmasidar.

Teorem 12.1.3 G sonlu degigmeli bir grup, p bir asal sayr ve p | |G| olsun. Bu durumda
G grubunun G, altgrubu G nin bir Sylow p-altgrubudur.

Ornek 12.1.4 G, altgruplar: yardimiyla G = Z;5 degigmeli grubunun Sylow p-altguplarimi
bulalm. |Zi5] = 15 = 3 -5 oldugundan Z;5 grubunun Sylow 3 ve Sylow 5-altgruplar:
vardir. G nin G3 ve Gy altgruplarini belirleyerek ayni zamanda G nin Sylow p-altgruplarini
belirlemis oluruz. Bu altgruplar

Gs = {T € G:o(T)=3" olacak bigimde r € Z* U {0} vardir}
— {0,5,70}
= (5
ve
Gs = {T € G:o(T)=>5" olacak bigimde r € Z* U {0} vardir}
— {0,3,6,9,12)
= 3
seklindedir. A
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Teorem 12.1.5 G mertebesi n = p]"py'? ...p"" olan degismeli bir grup, i =1, 2, ..., 7
igin p; ler farkl asal saydar, m; € Z ve Gy, ler G grubunun p; asal sayisina karsilik gelen
Sylow p;-altgruplar olsun. Bu durumda

G=Gp ®Gp, ®--- DG,
dir.

Ornek 12.1.6 G = Zsg degismeli grubunu altguplarinin direkt toplami olarak yazalim.
|Z3g| = 30 = 2-3-5 olup Zsg grubunun Sylow 2, Sylow 3 ve Sylow 5-altgruplar1 vardir.
Go, G3 ve G5 aradigimiz Sylow p-altgruplaridir. Bu altgruplar

Gy = {Z€G:0o(T)=2" olacak bicimde r € ZT U {0} var}
= {67 T5}
= (I5)

Gs = {zZ € G:o(x)=3" olacak bigcimde r € ZT U {0} var}
= {0,10,20}
= (10)
G; = {Te€G:o(T)=5" olacak bigimde r € Z* U {0} var}
{0,6,12,18,24}
= (6)

olup Teorem 12.1.5 geregince

G = Zz = (15) © (10) @ (6)

seklinde altgruplarinin i¢ direkt toplami olarak yazilir. A

12.2 Sonlu Degismeli Gruplarin Siniflandirilmasi

Teorem 12.2.1 (Sonlu Degismeli Gruplarin Temel Teoremi) G sonlu degismeli bir
grup, i = 1,2,...,7 i¢in p; ler farkl asal saylar ve m; € ZT olsun. Eger |G| = n wve
n=p{tpy? ... P ise o zaman

(i) G= Zp;ru @ Zp;'m S B Lyne dir.

(i) Eger m; nin parcalanmalariman sayise p(m;) ise o zaman mertebesi n olan ve G
grubuna izomorf olmayan biitin degismeli gruplarin sayist p(mqy)p(mz) ...p(m,) dir.

Ornek 12.2.2 Mertebesi 72 olan ve birbirine izomorf olmayan biitiin degismeli gruplari
belirleyelim. 72 = 23 - 32 olup 3 ve 2 nin parcalanmalari

(3) (2)
) (1,1)
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olup Sonlu Degismeli Gruplarin Temel Teoremi geregince mertebesi 72 olan ve birbirine
izomorf olmayan biitiin degismeli gruplarin sayis1 p(3)p(2) = 3-2 = 6 dir. Biitiin bu gruplar

Z23 @ Z32 ZQS @ Z3 @ Zg
Loz ® Lo B Zs2 Zo2 B 7o B 23 B L3
ZQ@ZQ@ZQ@Z:J,Q Z2@Z2@Z2@ZB@Z3
seklindedir. A

Ornek 12.2.3 Mertebesi 144 olan ve birbirine izomorf olmayan biitiin degismeli gruplar:
belirleyelim. 144 = 2% - 3% olup 4 ve 2 nin parcalanmalari

4) (2)
;1) (1,1)
72)

1,1)
1,1,1)
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oldugundan Sonlu Degismeli Gruplarin Temel Teoremi geregince p(4)p(2) = 5-2 = 10 tane
birbirine izomorf olmayan degismeli grup vardir. Biitiin bu gruplar

Z24 ) Z32 Z24 D Z3 D Zg

Zigs B Lo B Zg2 Zigs B Lo B L3 b 23

Zo2 B Zg2 ® L2 Lig2 ® Loz ® 73 B Zs3

Loz ® Lo ® Lo & Lg2 Loz ® Ly © Lo ® L3 ® Ls

Lo @ Lo ® Lo ® Lo P Zs2 Ly ® Ly ® Ly ® Lo ® L3 D L
seklindedir. A

Ornek 12.2.4 Mertebesi 30 ve birbirine izomorf olan biitiin degismeli gruplar: belirleyelim.
30 = 2.3.5 geklinde asal carpanlarina ayrilir. n,m € ZT olmak iizere Z, ® Zyn = Zyny olmasi
icin gerek ve yeter sart (m,n) = 1 oldugundan

G Lo ® L3 ® Zs
Zo ® s
Z3 ® Zyo
Zs @D Zg
L3

11111 1R

elde edilir. A
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