Ters Laplace Doniisiimleri

Tanim 1. L{f} = F(s) ozelligini saglayan f(z) fonksiyonuna F' in ters
Laplace doniigiimii denir ve £L7'{F(s)} ile gosterilir.

. 1 1 1
Ornek 1. (a) £L{1} = - oldugundan, — in ters Laplace doniigiimii L~'{-} =
s s s

1 dir.
b) L{e*} = ldugundan, £7*
(b) L{e*} ~ 4 8> oldugundan, {s—a

Teorem 1. (Lineerlik Ozelligi) £{f;} = F(s), i = 1,2,...,n,vecy, ¢y, ..., Cn
sabitler olmak tizere

£_1{01F1 + CQFQ + ...+ CnFn} = Clﬁ_l{Fl} + Cgﬁ_l{FQ} + ...+ Cnﬁ_l{Fn}
dir.

e 3s+2 3548
Ornek 2. LT =2(b) LTI ————— =7
me (a) {52—35+2} (®) {52+2s+5}

} = e dir.

Coziim. (a)

3s+2 A n B
$2—-35+2 s—1 s5—2
seklinde basit kesirlerine ayrilirsa, A = —5 ve B = 8 bulunur. O halde ters

Laplace doniigtimiiniin lineerlik 6zelliginden

35+ 2 1 1
1) _95T<s | _gp-r) b 1) L
£ {52—35+2} oL {5—1}+8£ {3—2}
= —bHe® 4 8™

elde edilir.
(b) s* +2s+5=(s+1)> +4 oldugu goz oniine alinirsa

35+ 8 35+ 3 5
—1 e v — —1 vt —1 s
£ {52+25+5} £ {(s+1)2+4}+£ {(s+1)2+4}
B 1 s+1 R 2
= 3L {<3+1)2+4}+2‘C {(s+1)2+4

5
= 3e "cos2x + 56_”” sin 2z

—b
bulunur, burada £ {ebx cos ax} = m (s > b) ve L {ebx sin ax} _
(b;% (s > b) ozellikleri kullanilmigtar.
S — a



Konvoliisyon

Tanim 2. f(x) ve g(z) fonksiyonlarmim konvoliisyonu

f*gz/f(t)g(ﬂf—t)

seklinde tanimhidir.
Uyar1 1. fxg=gx f dir.

Teorem 2. (Konvoliisyon Teoremi) £{f(z)} = F(s) ve L{g(z)} = G(s)
olsun. Bu durumda

LAf(z)*g(x)} = F(s)G(s)
dir.

Konvolusyon Tiiriinde Integral Denklemler

/ w(tyo(z — t)dt

0

seklinde bir integrale konvoliisyon tiirii bir integral denir.

Ornek 3. h(z) = / t"(x — t)>dt integralini hesaplayiniz.
0
Coziim. f(x) =27, g(r) = 2° olmak iizere

h(r)=f*g

dir. Konvoliisyon teoreminden

L{n(z)} = L{f(z)*g(x)}
= F(s)G(s)
75l

(7))

gl4

N(5! N(5!
bulunur. O halde h(z) = L1 {%} = %xl?’ elde edilir.
S .



Volterra Integral Denklemi

T

y(@) = fo) + / K( — ty(t)dt (1)

0

seklinde bir integral Volterra integral denklemi adini alir, burada f ve k ver-
ilen fonksiyonlar olup y bilinmeyendir. (1) deki integral konvoliisyon tiiriinde
bir intagral oldugundan Konvoliisyon teoremi yardimiyla ¢6ziim bulunabilir.
(1) in her iki yanina Laplace doniigiimii uygulanip Y'(s) ¢oziiliirse,

F(s)

Y(s) = ——— 2
©)= = )

elde edilir, burada Y (s) = L{y(x)}, F(s) = L{f(z)} ve K(s) = L{k(z)}
dir. (2) nin her iki yanina ters Laplace doniigiimii uygulanirsa, (1) integral
denkleminin ¢oziimii

y(a) =LY ()} = L7 { #zc)u }

bulunur.

Ornek 4.

T

y(r) =1+ 2/6_2(":_t)y(t)dt (3)

integral denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. (3) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

Y(s)zl—l- 2

s 82
elde edilir. Buradan

y(x) = L7HY(s)}

el

= 142z

bulunur.



Birim Basamak Fonksiyonu

Tanim 3.

0, z <c,
u(x—c): 1. z>c¢

seklinde taniml fonksiyona birim basamak fonksiyonu denir.

Teorem 3. g, [0,00) iizerinde tammh bir fonksiyon olsun ve ¢ > 0 olmak
tizere L{g(z + ¢)} doniigiimii s > a i¢in mevcut olsun.
Bu durumda L{u(z — ¢)g(z)} doniigiimii de s > a i¢in mevcut olup

L{u(z —c)g(z)} = e L{g(z + )}
dir.

Ornek 5.
) = 20 +1, 0< 2z <2,
N 3x, x> 2,

fonksiyonunun Laplace doniigiimiinii hesaplayiniz.
Cozim. f(z) =2x+ 1+ (z — 1)u(z — 2) seklinde yazlabilir. Teorem 3 goz
oniine alinirsa,
L{f(x)} = L{2z+ 1} + L{(x — Du(z —2)}
= L{22} + L{1} + e *L{x+ 1}
2 1

1,1
= 4 -te®(5 4=
s2 s € (82 s)

bulunur.

Teorem 4. ¢ > 0 ve s > a i¢in £{g} mevcut olsun. Bu durumda s > a igin
L{u(z — ¢)g(x — ¢)} mevcut olup

L{u(z — c)g(z — c)} = e “L{g(x)} (4)
dir.
Ornek 6. £! {6228} =?

S

Coziim. (4) esitliginden

L7He G(s)} = u(zr — c)g(z — ) ()

4



1
dir, burada G(s) = L{g(z)} dir. ¢ =2ve G(s) = = olmak tizere (5) ozelligi

gbz Oniine alinirsa

L {622} — ulz—2)(z—2)

_ 0, z <2,
- x—2, v>2,

elde edilir.



