MAT 109 ANALIZ |

Analize Giris

Ankara Universitesi

1. Hafta

Analize Giris



1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Matematikte kullanilan kiime kavrami, bazi ozelliklere sahip
nesnelerin bir toplulugu veya bir sinifi gibi distinilebilir. Kiimeyi
teskil eden nesnelere kiimenin elemanlari veya ogeleri denir.

Kimeler
A B C X Y,..

gibi blyiik harflerle, kiimenin elemanlari da
a, b,c xy,..
gibi kiiclik harflerle gosterilecektir.
a bir A kiimesinin elemani ise a € A biciminde,

a bir B kiimesinin elemani degil ise a ¢ B bigciminde

gosterilecektir.

Analize Giris




1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Bir kiimenin verilmesi icin, o kiimenin elemanlarinin teker teker
belirtiimesi veya o kiimenin elemanlarinin belirtilmesine yarayan bir
ozelligin verilmesi gerekir. Yani, bir elemanin kiimeye ait olup
olmadigini belirtmeye yarayan kesin bir kuralin verilmesi
gerekmektedir.

Buna gore bir kiimeyi gosterirken ya o kiimenin elemanlari

semboliinde noktali olan yerlere yazilir ya da
{x : x elemaninin karakteristik 6zelligi}

sembolu kullanilir, burada x kiimenin genel elemanini, : isareti de
"oyle ki" anlamina gelen bir simge olarak kullanilmistir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

(")rneé;in;
A={-1,3,56}
ifadesi —1, 3, 5 ve 6 sayilarini iceren kiimeyi belirtmektedir.

B={x:1<x<5}

ifadesi ile tanimhi B kiimesi, 1 sayisi ile 5 sayisi arasindaki tiim reel
sayilarin kiimesini gostermektedir.

375€B

olup
5¢B

dir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Hic bir elemani olmayan kiimeye bos kiime adi verilir ve
%)

ile gosterilir.

Tanim 1.1.1.

A kimesinin herbir elemani B kiimesinin de bir elemani ise A kiimesi B
kiimesinin alt kiimesidir denir.

ACB
sembolii ile gosterilir. Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki
gibi
ACB<+= (Vac A= a€B)
yazabiliriz.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Tanim 1.1.2.
Eger A C B ve B C A ise A ve B kiimeleri esittir denir ve

A=B
biciminde gosterilir. Buna gore
A=B<= (ACBABCA)

dir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Tanim 1.1.3.

A ve B herhangi iki kiime olsun. A ve B kiimelerinin birlesimi,
kesisimi (arakesiti), farki ve simetrik farki sirasiyla asagidaki sekilde

AUB = {x:x€A V x€B}
ANB {x:xe A N xe B}
A\B = {x:x€A A x¢ B}
AAB = (A\B)U(B\A)

tanimlanir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Bundan sonra goz oniine alacagimiz kiimeler, bilindigi kabul edilen
bir [E evrensel kiimesinin birer alt kiimeleri olarak distinulecektir.

Tanim 1.1.4.

A C E olmak uzere
E\A

kiimesine A kiimesinin tiimleyeni denir ve
AC
ile gosterilir. Buna gore
A={xecE:x¢ A}

dir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kumeler Uzerinde Elemanter Islemler

Teorem 1.1.5.

A, B ve C kiimeleri [E evrensel kiimesinin herhangi alt kiimeleri
olsun. Bu durumda birlesim, kesisim ve tiimleyen isleminin
asagidaki ozellikleri vardir:

(a) AUBCEveBUACE (Kapalilik Ozelligi)
(b)) AUB=BUAve ANB = BmA (Degisme Ozelligi)
() AU(BUC)=(AUB)U (Birlesme Ozelligi)
(d) N(BNC)=(ANB)NC (Birlesme Ozelllgl)
(e) UBNC)=(AUB)N(AUC) (Dagilma Ozelllgl)
(f) N(BUC) = (ANB)U(ANC) (Dagilma Ozelligi)
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

(§) AUA=ANA=A

(h) AUB=B<=ANB=A

() AUQ=A ANE=A ANQ=Qve AUE =E
(i) AUA =Eve ANA =0

(j)  (AUB)" = A°N B (De Morgan Kuralr)

(k) (ANB)" = A°UB* (De Morgan Kurali)
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

Tanim 1.1.6.

A ve B kiimeleri icin

ANB=0
ise A ve B kiimelerine ayrik kiime adi verilir.

Tanim 1.1.7.

A ve B kiime olsun.

AxB={(ab):acAvebec B}

kiimesine A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi denir.
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1. Analize Giris

1.1. Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elemanter Islemler

(a,b) ve (c,d) siral ikililerin esitligi
(a,b) = (c,d) <= a=cveb=d

biciminde tanimlanir. Dolayisiyla, (a,b) # (b,a) olabileceginden

genel olarak
AXB#BxA

dir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X X Y kiimesinin bos olmayan
her R alt kiimesine X kiimesinden Y kiimesine baginti adi verilir.

Not 1.2.2.
X kiimesinden Y kiimesine baginti verildiginde

{(b,a) : (a,b) € R}

kiimesi Y kiimesinden X kiimesine bagintidir. Bu bagintiya R
bagintisinin tersi denir ve
Rfl

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.3.

R C X x X baginti olsun.
(a) Her a € X igin

aRa

ise R bagintisina yansiyan,
(b) a,b € X igin
aRb — bRa

olmasi durumunda R bagintisina simetrik,
(c) a,b € X icin

(ARbAbDRa) = a=1b
olmasi durumunda R bagintisina ters simetrik,
(d) a,b,c € X igin

(aRb AbRc) = aRc

olmasi durumunda R bagintisina gegisken
baginti adi verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar
Yansiyan, simetrik ve gecisken bagintiya denklik bagintisi adi verilir.

Not 1.2.5.
‘R bagintisi denklik bagintisi oldugunda

aRb

yerine
ar~b

kullanihr ve "a denktir b” diye okunur.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.6.

Yansiyan, ters simetrik ve gecisken bagintiya kismi siralama
bagintisi adi verilir.

Not 1.2.7.

‘R bagintisi kismi siralama bagintisi oldugunda

aRb

yerine
a=<b

kullanilir ve "a once gelir b diye okunur.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.8.

X uzerindeki R bagintisi kismi siralama bagintisi olsun. Eger her
a,b € X igin
aRb veya bRa

ise R bagintisina tam siralama bagintisi denir.

Not 1.2.9.

‘R bagintisi tam siralama bagintisi oldugunda

aRb

yerine
a<b

kullanilir ve "a kiiclik esit b" diye okunur.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.10.

X # @ olmak iizere X lizerindeki denklik bagintisi ~ olsun. a € X
icin

i={xeX:x~a}

kumesine a elemaninin denklik sinifi adi verilir.

Simdi matematigin temel kavramlarindan biri olan ve fonksiyon adi
verilen ozel bagintilar tanimlanacaktir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.11.
X,Y # @ iki kiime ve

f={xy):xeXveyeY} CXxY
baginti olsun. Eger
(i)  Her bir x € X elemani icin en az bir y € Y elemani var éyle ki (x,y) € f

(@)  (xy1) €f ve (x,y2) Ef ise y1 =12

kosullari saglaniyorsa f bagintisina X kiimesinden Y kiimesine
fonksiyon adi verilir ve
f:X=Y

sembolii ile gosterilir. X kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi,
Y kiimesine de f fonksiyonunun goriintii kiimesi adi verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Not 1.2.12.
f:X=Y

fonksiyonu icin f fonksiyonunun tanim kiimesi D (f), f
fonksiyonunun deger kiimesi olarak adlandirilan

{f(x):xeD(f)}

kiimesi de R (f) ile gosterilecektir. Buna gére

D) #£X veya R(f)#Y

olabilir.
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1. Analize Giris

1.2. Fonksiyonlar

Not 1.2.13.

f: X — Y fonksiyonu verildiginde x € D (f) elemanina karsilik
gelen y € R (f) elemani

y=f(x)
ile gosterilir ve bu y elemanina x elemaninin f fonksiyonu altinda
gorlintusu adi verilir.
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1. Analize Giris

1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.14.

f : X = Y fonksiyon olsun.
(i) A C D (f) olmak lizere

fA) ={f(x):xc A}

kiimesine A kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii adi verilir.
(ii) B C R (f) olmak lizere

f1(B)={xeD(f):f(x) € B}

kiimesine B kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintisi (6n
goruntisi) adr verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.15.
f,g: X =Y fonksiyonlari verilsin. Eger

D=D(f)=D(g)

ve her x € D icin
fx) =g ()

ise f ve ¢ fonksiyonlari esittir denir ve f = g ile gosterilir.
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1. Analize Giris

1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.16.

X,Y # @ kiimeleri verilsin.
(i) b € Y olmak iizere her x € X icin

f(x)=b

ise f fonksiyonuna X kiimesinden Y kiimesine b degerli sabit
fonksiyon adi verilir.
(ii) X =Y ve her x € X i¢in

fx)=x

ise f fonksiyonuna birim fonksiyon adi verilir ve Ix ile gosterilir.
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1. Analize Giris

1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.17.

f : X — Y fonksiyon ve A C X olsun. Her x € A i¢in

ile tanimh
A=Y

fonksiyonuna f fonksiyonunun A kiimesine kisitlamasi denir ve

fla

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.18.

f : X = Y fonksiyonu verilsin.

(i) Her y € Y elemani i¢cin y = f (x) olacak sekilde en az bir x € X
elemani mevcut (f (X) = Y) ise f fonksiyonuna orten (surjektif)
fonksiyon denir.

(ii) f (x1) = f (x2) olacak sekilde her xq,x; € X i¢in

X1 = X2

saglaniyorsa f fonksiyonuna birebir (injektif) fonksiyon denir.
(iii) Birebir ve orten fonksiyona bijektif fonksiyon adi verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.19.

f:X=Y ve g:Y—Z
fonksiyonlari verilsin. Her x € X igin
(gof) (¥) =g (f(x))

ile tanimh
gof: X—=Z

fonksiyonuna f ile g fonksiyonunun bileske fonksiyonu adi verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Not 1.2.20.
Genel olarak

fog #gof
dir. Ornegin; f (x) = x? ve g (x) = 2* fonksiyonlari icin
(fog)(x) = f(g(x)=f(2")=2"
of) () = g(f(x) =g (@) =2°

olduguna gore fog # gof dir.
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1. Analize Giris

1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.21.
f : X = Y fonksiyonu igin

fof=IL ve fof=Ix

olacak sekilde 3
f:Y—X

fonksiyonu mevcut isef fonksiyonuna f fonksiyonunun tersi denir ve

f—l

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Teorem 1.2.22.

f : X = Y fonksiyonunun tersinin mevcut olmasi icin gerek ve yeter
kosul f fonksiyonunun birebir rten (bijektif) olmasidir.

Tanim 1.2.23.

X ve Y kumeleri arasinda birebir orten fonksiyon varsa X ve Y
kiimelerine denk (es giiclii) kiimeler adi verilir ve

X~Y

biciminde gosterilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

X ~ Y seklinde tanimli baginti denklik bagintisidir.

A C E icin

A={BCE:A~B}

kiimesi A kiimesinin denklik sinifi olmak tizere A sinifina A
kiimesinin giici denir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Tanim 1.2.26.

n € IN olmak uzere
N, ={1,2,..,n}

kiimesi ile denk olan kiimeye sonlu kiime,
N=1{1,2,..,n.}

dogal sayilar kiimesi ile denk olan kiimeye de sayilabilir kime adi

verilir.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Nc = {2,4,6,..,2n,...}

cift dogal sayilar kiimesi sayilabilirdir. Gosteriniz.
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Teorem 1.2.28.
A,B C X olmak lzere

f:X=Y

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
(#)

ACB=f(A) Cf(B)
(i)

f(ANB) Cf(A)Nf(B)
(iif)

f(AUB) =f(A)Uf (B)
(iv)

f(A\B) Cf(A)
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1. Analize Giris
1.2. Fonksiyonlar

Teorem 1.2.29.

E,F C Y olmak lizere

f:X=Y
fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
()
ECF=fYE)cfL(F)

(i)

fHENF) = (E)nf 1 (F)
(1if)

fTHEVE) = (E)Uf T (F)
(iv)

FHER) =BV
(v)




