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Analize Giris



1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Asagidaki dort takim aksiyomu gercekleyen IR kiimesine reel
(gergel) sayilar kiimesi, elemanlarina da reel (gergel) sayilar adi
verilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(I) Toplama Aksiyomlari

+: RxR — R
(xy) — x+y

doniisimii her a,b, ¢ € R icin asagidaki ozellikleri saglar:

(i)
(@a+b)+c=a+ (b+c)
(i)
a+b=b+a
(i)

a+0=0+a=a

olacak sekilde 0 € R elemani vardir.
(iv)
a+(—a)=(—a)+a=0

olacak sekilde —a € R elemani vardir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(1), (i), (iii) ve (iv) ozelliklerini saglayan (X, +) ikilisine degismeli
toplamsal grup (Abel grubu) denir. O halde (IR, +) degismeli
toplamsal gruptur.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(II) Carpma Aksiyomlari

RxR — R

(xy) — xy
déniisimii her a,b,c € R\ {0} icin asagidaki ézellikleri saglar:
g (a.b) .c =a.(b.c)

(i)
ab=ba
(iid)

al=1la=a
olacak sekilde 1 € R\ {0} elemani vardr.

(iv)

olacak sekilde a=! € R\ {0} elemani vardr.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(1), (i), (iii) ve (iv) ozelliklerini saglayan (X, .) ikilisine degismeli
¢arpimsal grup denir. O halde (RR,.) degismeli carpimsal gruptur.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(IIT) Carpma Isleminin Toplama Islemi Uzerine Soldan ve Sagdan

Dagilma Ozelligi
Her a,b,c € R icin

a.(b+c) = ab+ac
(a+b).c = ac+bc

dir. )
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(I), (IT) ve (IIT) 6zelliklerini saglayan (X, +,.) tglisiine cisim adi
verilir. O halde (IR, +,.) iglisi cisimdir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(IV) Siralama Aksiyomlari

R iizerinde tanimh < bagintisi herhangi a,b,c € R elemanlari icin
asagidaki ozellikleri saglar:

(i)

a<a

(i)

a<bveb<a—a=0b

a<bveb<c=—a<c

a<bveyab<a

Analize Giris



1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar
IR tam siralanmis cisimdir.

(V) Toplama ve Siralama Islemleri Arasindaki iliski
Her a,b,c € R igin

a<b=—=a+c<b+c

dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(VI) Carpma ve Siralama is,;lemleri Arasindaki iligki

Her a,b,c € R icin
(a<b)AN(0<c)=ac<bc

dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(VII) Tamhk Aksiyomu

A # @ ve B # @ olmak lizere A,B C R olsun. Her a € A ve her
b € B icin

a<b

esitsizligi saglansin. Bu durumda her a € A ve her b € B igin

a<c<b

olacak sekilde ¢ € R elemani vardir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(I) — (VII) aksiyomlar takimi R reel sayilar kiimesinin ¢ok az
sayida ozelliklerini kapsamaktadir. Bunlara ek olarak reel sayilarin
cok fazla ozelligi vardir.
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1. Analize Giris

1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.7.

a>0

esitsizligini saglayan a reel sayilarina pozitif reel sayilar,
a<0

esitsizligini saglayan a reel sayilarina negatif reel sayilar denir ve
sirasiyla

Ry = {xeR:x>0}

R. = {xeR:x<0}

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.8.

@ # X C R alt kiimesini dikkate alalim.
(i) Her x € X igin

x<b

olacak sekilde en az bir b € R sayisi varsa X kiimesini lstten
sinirlidir denir ve b sayisina X kiimesinin bir tst siniri adi verilir.
(ii) Her x € X igin

a<x

olacak sekilde en az bir 2 € R sayisi varsa X kiumesini alttan
sinirhdir denir ve a sayisina X kiimesinin bir alt siniri adi verilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar
(iii) X kimesi alttan ve istten sinirli, yani her x € X igin

a<x<b

olacak sekilde a,b € R sayilari varsa, X kiimesine sinirli kiime adi
verilir.

(iv) Her x € X igin
x <M

olacak sekilde M € X sayisi varsa M sayisina X kiimesinin
maksimal (en biiyiik) elemani denir ve

M = max{x:x € X}

seklinde gosterilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(v) Her x € X igin
m<x

olacak sekilde m € X sayisi varsa m sayisina X kiimesinin minimal
(en kiigiik) elemani denir ve

m =min {x: x € X}

seklinde gosterilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Ornek 1.3.9.

X={xreR:0<x<1}

kiimesinin maksimal ve minimal elemani yoktur. Ancak;
Y={xeR:0<x<1}
kumesinin maksimal ve minimal elemani vardir ve

maxY = 1

minY = 0
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Not 1.3.10.
(i) X C R alt kiimesi alttan sinirli oldugunda

A = {a € R:a sayisi X kiimesinin alt siniri}

kiimesi bos kiime degildir.
(ii) X C R alt kiimesi ustten sinirl oldugunda

B = {b € R:Dbsayisi X kilmesinin ist siniri }

kiimesi bos kiime degildir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.11.
(i) X C R alt kiimesi alttan sinirl ise

A = {a € R :asayisi X kiimesinin alt siniri}
kiimesinin maksimal elemanina X kiimesinin en biyiik alt siniri denir ve
inf X

ile gosterilir.
(ii) X C R alt kiimesi tstten sinirl ise

B = {b € R:bsayisi X kiimesinin Ust siniri}
kiimesinin minimal elemanina X kiimesinin en kiiciik st siniri denir ve
sup X

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Not 1.3.12.

Yukardaki tanima gore

infX = max{s e R:Vx e Xicina <x}
supX = min{be R:Vxe Xicinx <b}

seklinde yazilabilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Teorem 1.3.13.

(i) @ # X C R ve alttan sinirli kiime olsun. Bu durumda X
kiimesinin bir tek en biiyiik alt sinirt (infimumu) vardir.

(ii) @ # X C R ve lstten sinirli kiime olsun. Bu durumda X
kiimesinin bir tek en kiigiik tst sinirt (supremumu) vardir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Teorem 1.3.14.
@ # X C R sinirh kiime olsun.

i = infX
s = supX

olmak lizere supremum ve infimum asagidaki karakteristik ozellige
sahiptir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(i)

i=infX <= (1)VxeXicni<x,

(2) Ve > 0 i¢in xe < i+ € olacak sekilde en az bir x¢ € X elemani vardir.

(i)

s=supX <= (1) VxeXiginx<s,

(2) Ve > 0 icin s — € < x¢ olacak sekilde en az bir xe € X elemani vardir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.15.
a,b € R ve a < b olsun.

{xeR:a<x<b}

kiimesine a baslangich b bitimli agik aralik denir ve (a,b) seklinde
gosterilir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Benzer olarak;
{xeR:a<x<b}

kiimesine a baslangich b bitimli kapali aralik denir ve [a, b] seklinde
gosterilir.

{xeR:a<x<b} ve {xeR:a<x<b}

kiimelerine sirasiyla a -da acik b -de kapali ve a -da kapali b -de
acik yari-agik aralik denir ve (a,b], [a,b) ile gosterilir.

Analize Giris



1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

a,b € R olmak uzere

(a,40) = {xeR:a<x},
[a,40) = {xeR:a<x},
(=00,b) = {xeR:x<b},
—o0,b] = {xeR:x<b},

olarak tanimlanir.

Analize Giris



1. Analize Giris

1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.16.

R reel sayilar kiimesine —oo ve +oco ile gosterilen iki yeni sembolu
ilave etmek suretiyle elde edilen

R =RU{—00,+00}

kiimesine genellestirilmis reel sayilar sistemi adi verilir. Bu sayilar
sisteminin asagidaki ifadeleri sagladigi kabul edilmektedir:
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(i) Vx € R igin
x — (+00) X—00=—00
X+ (+00) = x+400=+00
Xx—(—00) = x4o00=+00
+00+4 (+00) = Hoo
—00+ (—00) = —o0
XXy
—00 —+00
dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(ii) x > 0 ise
x.(—00) = —o0
x.(4+00) = +oo
E — +oo
5 =
dur.
(iii) x < 0 ise
x. (—o0) +00
x.(+00) = —o0
x
— — — 0
0
dur.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Not 1.3.17.
@ # X C R alt kiimesi verilsin. Eger X kiimesi alttan sinirli degilse

infX = —oc0
; eger X kumesi tstten sinirli degilse

sup X = +oo

olarak tanimlanir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Ornek 1.3.18.

B={xreR:1<x<2}
kiimesi icin
sup B, infB

ve
min B, max B

degerlerini bulunuz.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Ornek 1.3.19.

A:{l:nGN}
n

infA, supA

kiimesi icin

ve
minA, maxA

degerlerini bulunuz.

Analize Giris



1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Ornek 1.3.20.

X:{”:lznen\r}

kiimesi icin
infX, supX

ve
min X, max X

degerlerini bulunuz.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Tanim 1.3.21.
X € R reel sayisinin mutlak degeri

—x ; x<0
x = |x| = 0 ; x=0
x ; x>0

olarak tanimlanir.

Mutlak degerin asagidaki ozellikleri vardir. J
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1. Analize Giris

1.3. Reel Sayilar

Teorem 1.3.22.

(i) Vx € R igin

lx| >0
dir.
(ii) Vx,y € R igin

eyl = Ix]- ly|

ve y # 0 olmak lizere

x_ I+l

U
dir.
(iii) Vx,y € R igin

X Fyl < [x| + 1yl

dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(iv) Vx,y € R igin
[ = [yl < [x —y]

dir.
(v) a > 0 olmak iizere

x| <a= —a<x<a

x| >a=x<—-aVx>a

dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

Teorem 1.3.23.

x,Y,z € R olsun.
(i) Ve > 0 igin
x<y+e
ise
x<y
dir.
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1. Analize Giris
1.3. Reel Sayilar

(ii) Ve > 0 igin
X>y—e€

ise

x>y
dir.
(iii) Ve > 0 igin

x| < e
ise

x=20
dir.
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1. Analize Giris

1.4. Reel Sayi Siniflari

1.4.1. Dogal Sayilar

Tanim 1.4.1.

1, 1+1, (1+1)+1,..

formundaki sayilar sirasiyla

1,2,3,..
ile gosterilir. Bu sayilara dogal sayilar denir ve dogal sayilar kiimesi
N=1{1,23.,nn+1,.}

seklinde gosterilir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Teorem 1.4.2.
n dogal sayisina bagh B (1) bagintisi igin

(i) B(1) dogru,
(ii) B(n) dogru oldugunda B (n+ 1) dogru

oluyorsa B (1) bagintisi biitiin dogal sayilar i¢cin dogrudur.

Yukardaki teoremde belirtilen ispat teknigine Matematik indiiksiyon
(Timevarim) yontemi adi verilir.
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1. Analize Giris

1.4. Reel Sayi Siniflari

Ornek 1.4.3.

Vn € N icin a # 1 olmak lizere

1— un+1

1+a+a*+..4+a"= ——
1—a

oldugunu gosteriniz.
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1. Analize Giris

1.4. Reel Sayi Siniflari

1.4.2. Tam Sayilar

Tanim 1.4.4.
Herhangi n € IN icin

n+x=n

denkleminin tek ¢oziimi 0 (sifir) ile

n+x=0
denkleminin tek ¢oziimi —n elemanlarini IN kiimesine ilave ederek
elde edilen
={..,—(n+1), .—2-1012,..,nn+1,..}

kiimesine tamsayilar kiimesi adi verilir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

1.4.3. Rasyonel Sayilar

Tanim 1.4.5.

n # 0 olmak lizere m,n € Z ise

_ m
mmn ==
n

seklindeki saylya rasyonel sayi ve bu sayilarin olusturdugu kiimeye
rasyonel sayilar kiimesi adi verilir ve Q ile gosterilir.

Teorem 1.4.6.
Rasyonel olmayan sayi vardir.

Analize Giris



1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Rasyonel olmayan reel sayilara irrasyonel sayi denir ve irrasyonel
sayilar kiimesi

I

ile gosterilir.

Teorem 1.4.8. (Archimedes Prensibi)

Vh > 0 ve Vx € R icin
(ko—l)hgx<koh

olacak sekilde kg € Z sayisi vardir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Ve > 0 sayisi icin

1
— <€
n

olacak sekilde en az bir n € IN sayisi vardir.

Sonug 1.4.10.
Herhangi iki reel sayi arasinda sonsuz sayida rasyonel sayi vardir.

Analize Giris



1. Analize Giris

1.4. Reel Sayi Siniflari

Tanim 1.4.11.

a € R noktasi ve € > 0 sayisi verilsin.

(a—ea+e)={xeR:a—e<x<a+e}
actk araligina a noktasinin € komsulugu denir ve
Ue (a)

ile gosterilir.
Ue (a) \ {a}

kiimesine a noktasinin delinmis € komsulugu adi verilir ve

U (a)

ile gosterilir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Ornegin;

Uy (0) = (=3,3)

ly (0) = (=3,0)U (0,3)

Uy (-1) = (-3,-3)

Uy (1) = (=3, -1) U (-1,-3)
oldugu aciktr.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Tanim 1.4.12.

E C R alt kiimesi ve a € R noktas verilsin. a sayisinin her U, (a)
delinmis komsulugunda E kiimesinin en az bir elemani varsa a
noktasina E kiimesinin limit (yigilma) noktasi denir ve E kiimesinin
yigilma noktalarinin kiimesi

EI
ile gosterilir.

a1 €E < Ve>0icin ENU. (a) # D
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Ornek 1.4.13.

E=(0,1]

olmak lizere E kiimesinin E’ yigilma noktalar kiimesini bulunuz.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Tanim 1.4.14.

E C R olmak uzere a € E ve a noktasi E kimesinin limit noktasi
degilse a noktasina E kiimesinin izole noktasi adi verilir ve E
kumesinin izole noktalarinin kuimesi

izole (E)
ile gosterilir.

a € izole(E) <= a € Eve35>0icin ENUs(a) =2
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Ornek 1.4.15.

E=[-1,1U{2}

olmak tizere E kiimesinin izole noktalar kimesini bulunuz.

Teorem 1.4.16.

E C R sinirli kiime olsun.

(a) supE = s¢Eises € E di.
(b) infE = i¢Eisei€E dr.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Tanim 1.4.17.

a € R olsun. a sayisindan buyiik olmayan tam sayilarin en
biylgiine a sayisinin tam kismi denir ve

[a]

sembolu ile gosterilir.

Ornegin;
[25] = 2
[-37] = —4
] = 1
dir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Not 1.4.18.
a € R icin

a=[a] +t
olacak sekilde f € [0,1) sayisi vardir.

Not 1.4.19.

Tam deger ifadesinin asagidaki ozellikleri vardir:
(i) Her a,b € R igin

[a+b] > [a] + [b]
dir.
(ii) m € Z olmak Uzere her a € R sayisi igin

[a+m]) = [a] +m
dir.
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1. Analize Giris
1.4. Reel Sayi Siniflari

Teorem 1.4.20.

ag # 0 olmak lizere ag,a1,az, ...,a,_1,a, € Z igin

apx" + X" N+ . Fa,_x+a, =0
denklemi verilsin. Eger denklemin

P
i

seklinde rasyonel koki mevcut ise a, katsayisi p sayisi ile ag
katsayisi da g sayisi ile tam boliinebilir.
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