MAT 109 ANALIZ |
Limit

Ankara Universitesi

4. Hafta



2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.1.

Tanim kiimesi IN dogal sayilar kiimesi olan her f fonksiyonuna dizi
adi verilir. O halde bir dizi

f:N—=X
seklinde bir doniisiim olarak diistiniilebilir ve her n € IN icin

f:N— X
n = x,=f(n)eX
olarak yazilabilir. x, € X elemanina dizinin genel terimi (veya n
-inci terimi) adi verilir ve bu dizi kisaca (x,) ile gosterilir. X C R
olmasi durumunda (x,,) dizisine reel sayi dizisi adi verilir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.2.
{xp, :n € N}

kiimesine (x,,) dizisinin deger kiimesi adi verilir ve

R (xn)

ile gosterilir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.3.
Bir dizinin deger kiimesi sonlu veya sonsuz elemanli kiime olabilir.

Ornegin; n € N icin

Xn = (_1)71
Yn = ”(_1)n
genel terimleri ile tamimli (x,,) ve (y,) dizilerinin deger kiimeleri
sirasiyla
R(x) = {-11}
1 1 1
= 11,2,-,4,-
R(]/n) {/ 7 7 /5/61 Izn_ll /2n+1/ }
dir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.4.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Her n € IN igin
X, <b

olacak sekilde b € R sayisi varsa (x,) dizisi iistten sinirhdir denir. b
sayisina da (x;,) dizisinin bir ist siniri denir.
(b) Her n € IN igin

a < xy

olacak sekilde a € R sayisi varsa (x,) dizisi alttan sinirlidir denir. a
sayisina da (xy,) dizisinin bir alt siniri denir.
(c) Her n € N igin

a<x,<b

olacak sekilde a,b € R sayilari varsa (x,,) dizisi simirhdir denir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.5.

Baska bir ifade ile; eger (x;) dizisinin

R (xn)
deger kiimesi Ustten sinirli bir kiime ise (x,) dizisine tstten sinirli
dizi,

R (xn)
deger kiimesi alttan sinirli bir kiime ise (x,) dizisine alttan sinirli
dizi,

R (xn)

deger kiimesi sinirli bir kiime ise (x;,) dizisine sinirl dizi adi verilir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornek 2.1.6.

(a) n € N olmak lizere

Xy =2+ (—1)"7"

S| =

genel terimli (x,) dizisi sinirlidir. Gosteriniz.
(b) n € N olmak iizere

Xy = —n

genel terimli (x,,) dizisi stten sinirhidir. Gosteriniz.
(c) n € IN olmak iizere

Xy = n(-1"

genel terimli (x,) dizisi alttan sinirhidir. Gosteriniz.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.7.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Her n € N
Xn < Xp41
e (x,) dizisine artan dizi denir.
(b) Hern € N
Xn S Xn+1

ise (xy) dizisine azalmayan dizi denir.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

(c) Hern € N
Xn+1 < Xy

ise (x,,) dizisine azalan dizi denir.
(d) Her n € N
X1 < Xy

ise (x,,) dizisine artmayan dizi denir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(xn) reel sayi dizisi yukarda belirtilen tipteki dizilerden biri ise (x;)
dizisine monoton dizi adi verilir.

Tanim 2.1.9.
(x,) reel sayi dizisi olsun. Her k € IN igin

N < Myyq
olacak sekilde (ny) dogal sayi dizisi ise

(x”k)

dizisine (x,) dizisinin alt dizisi denir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornegin;

dizisini dikkate alalim:

n = 2k igin

Xp, = Xop = 2k
olup

(xm) = (2k)
dizisi (x,) dizisinin alt dizisidir.
n = 2k — 1 igin
1
Xy = Xok—1 = %—_1

olup

) = (55 )

dizisi (x,) dizisinin alt dizisidir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.10.

(x,) reel sayi dizisi ve a € R olsun. Eger keyfi € > 0 sayisi i¢in (x,)
dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tum terimleri a sayisinin

Ue (a)

komsulugunda bulunuyorsa (x;,) dizisi a sayisina yakinsaktir denir
ve

limx,=a veya x,—a (neN)
n—oo

biciminde gosterilir. Yakinsak olmayan diziye iraksak dizi denir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Yukarda verilen tanima denk olan su tanimi verebiliriz.

Tanim 2.1.11.

(x,) reel sayi dizisi ve a € R olsun. Keyfi € > 0 sayisi i¢in en az bir
no = no (€) € IN sayisi var dyle ki n > ngy kosulunu saglayan her

n € IN sayisi icin

|x, —a| < e

saglaniyor ise (x,) dizisi a sayisina yakinsaktir denir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.12.

Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki gibi yazabiliriz:

nli_1>1;10xn:a<:>Ve>OEln0:n0(e)EN > Vun>ny (|Jxp—al <e)

Jgr;oxn#a:}36>OVn0€N > Im>ng (|xy —al >e)




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

n—co 11

oldugunu gosteriniz.

Ornek 2.1.14.

(n) = ((=1)")

dizisinin iraksak oldugunu gosteriniz.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornek 2.1.15.

2n+1 2

1i —
i 3n+1 3

oldugunu gosteriniz.

Ornek 2.1.16.

a € R ve |a| <1 olmak iizere

lim a" =0
n—00

oldugunu gosteriniz.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.17.

(x4) ve (yu) reel sayi dizisi olsun.
(Xn+yn), (Xn=VYn), (XnYn)
ve her n € IN igin ¥, # 0 oldugunda
(&)
Yn
dizilerine sirasiyla (x,) ve (y,) dizilerinin toplami, farki, carpimi ve
bolimii denir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.18.

R reel sayilar icinde yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir.

Teorem 2.1.19.
R reel sayilar icinde yakinsak her dizi sinirhdir.

Limit



2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.20.
Teorem 2.1.19 da ifade edilen onermenin karsiti dogru degildir.

Gergekten
(xn) = ((=1)")
dizisini dikkate alalim. Her n € IN icin
oea| = |(=1)"] =1

oldugundan (x;) dizisi sinirlhidir. Ancak bu (x,) dizisi yakinsak
degildir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.21.

(x1), (yn) reel sayi dizileri yakinsak ve

lim x, =a, lim y, =b
n—oo n—oo

olsun. Bu durumda

(1) (xn + yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x, +y,) =a+b

n—o0




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(ii) (x4 — yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x, —y,) =a—"b

n—o0

dir.
(iii) (xn.yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x,yn) = ab

n— 00

dir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.22.

Teorem 2.1.21 de ifade edilen onermelerin karsiti dogru degildir.
Gergekten

() = (1)) ve () = ((-1)"")
dizilerini dikkate alalim. Bu durumda her n € IN igin
Xotyn = (=1)"+ (_1)n_1 =0
Xy = (-1)".(-1)"'=-1

olup (xn +yn) ve (xnyn) dizileri yakinsaktir ancak (x,) ve (yx)
dizileri yakinsak degildir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Lemma 2.1.23.

(zn) reel sayi dizisi olsun. Eger d # 0 olmak iizere

lim z, =d
n—o00

ise ng = np (d) € IN sayisi vardir yle ki her n > ng igin

d
|z | > |2|

saglanir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.24.

(x1), (yn) reel sayi dizileri yakinsak ve her n € IN igin y,, # 0
olsun. Eger

limx, =a, limy,=b (b#0)

n—00 n—o00

ise bu durumda
. Xy, a
Iim — = —
n—oo ]/n




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.25.
Teorem 2.1.24 de ifade edilen onermenin karsiti dogru degildir.
Gercekten

() = (<17 ve () = ((-D")
dizilerini dikkate alalim. Bu durumda her n € IN icin

o (=1

SR

Yn - (_1)11—1 -

olup (%) dizisi yakinsaktir ancak (x,) ve (y,) dizileri yakinsak

degildir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.26.

(1), (yn) ve (z,) reel sayi dizileri olmak tlizere her n > ny igin

Xn < Zy <Yy

olsun. Eger
lim x, = limy, =a
n— 00 n—o00

ise bu durumda

lim z, =a
n—oo

dir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Xy = %sin (n* +3)

genel terimi ile verilen (x,) dizisinin yakinsaklik durumunu
inceleyiniz.

(x4) reel sayi dizisi ve

lim x, =0
n—oo

ise (x,) dizisine sonsuz kiigiik dizi adi verilir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.29.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Eger her M € R sayisi igin en az bir np € IN sayisi var dyle ki
n > ng kosulunu saglayan her n € IN icin

Xp > M
esitsizligi gercekleniyorsa (x,,) dizisinin limiti 400 dur denir ve

lim x, = +c0 veya x, = +oco (n€N)

n—00

seklinde gosterilir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(b) Eger her M € R sayisi icin en az bir 1y € IN sayisi var dyle ki
n > ng kosulunu saglayan her n € IN icin

X, <M
esitsizligi gercekleniyorsa (x,,) dizisinin limiti —oo dur denir ve

lim x, = —c0  veya x, —» —oco (n € N)
n— 00

seklinde gosterilir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(c) Eger her M € R saysi i¢in en az bir nyg € IN sayisi var dyle ki
n > ng kosulunu saglayan her n € IN icin

|xn| > M

esitsizligi gercekleniyorsa (x;,) dizisine sonsuz biiyiik dizi adi verilir
ve

lim x, =c0 veya x, > oo (n€N)
n—oo

seklinde gosterilir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri
Sonsuz biiyiik diziler yakinsak dizi olarak dikkate alinmayacaktir.

Not 2.1.31.

Yukarda verilen tanimlar simgesel mantik dilinde asagidaki gibi
yazilabilir:

Xy — +o0o <= VMER IngeN > Vn>ny (x, >M)

Xy = —00<=VMER IngeN > Vn>ny (x, <M)

Xy >0 <=VYMeRInge N 35 Vn>ng (|x,] >M)




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

X, = 2"

genel terimli (x,) dizisinin sonsuz biiyiik bir dizi oldugunu
gosteriniz.

Not 2.1.33.
(a) Her n € IN igin y, # 0,

limx, =0 ve limy,=0
n—oo

n—oo
<xn>
yVl

olmak lzere

dizisi




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(i) Yakinsak olabilir. Ornegin;

Xy = — ve ==
n Y n
olmak lzere
limx, =0 ve limy,=0
n—oo n—oo
dir.
Xn

lim — =5
n—00 yn

olup (%) dizisi yakinsaktir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(i) Sinirl fakat iraksak olabilir. Ornegin;

(=1)" _1
n ve y"_n

Xy =

olmak uzere
limx, =0 ve limy,=0
n—oo n—oo

dir.

lim ~* = lim (—1)"
n— o0 yn n—o0

olup (%) dizisi 1raksak ve sinirhdir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(iii) Sonsuz kiigiik olabilir. Ornegin;

ve n— —
Y n
olmak uzere

limx, =0 ve limy,=0
n—oo n—o0

dir. x
lim =2 =0
n—00 yn

olup (%) dizisi sonsuz kiciik dizidir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(iv) Sonsuz biiyiik olabilir. Ornegin;

olmak uzere

limx, =0 ve limy,=0
n—oo n—o0

dir. x
lim =2 = 400
n—oo yn

olup (%) dizisi sonsuz biyik dizidir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri
Boylece; eger (x,,) ve (y,) dizileri sonsuz kiigiik diziler ise
()
Yn

dizisinin yakinsakhk karakteri tizerine kesin birsey soylenemez. O
halde (;—z) dizisi % seklinde belirsiz ifade olusturur.

(b) Eger (xn) ve (yn) dizileri sonsuz biiyiik diziler ise

Yn
dizisinin yakinsakhk karakteri tizerine kesin birsey sdylenemez. O
Xn

halde (?) dizisi 2 seklinde belirsiz ifade olusturur.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(c) Eger

limx, =0 ve limy,=o00 (veya F )
n—oo n—o0

ise
(xXuyn)

dizisinin yakinsakhk karakteri tizerine kesin birsey soylenemez. O
halde (x,y,) dizisi 0.c0 seklinde belirsiz ifade olusturur.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

(d) Eger

lim x, = 4+c0 ve limy, = —o0
n—oo n—o0

ise
(xn + Yn)

dizisinin yakinsaklik karakteri iizerine kesin birsey soylenemez. O
halde (x, + y,) dizisi oo — co seklinde belirsiz ifade olusturur.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornek 2.1.34.
0<a<1igin

lim [(n+1)"—n*] =0

n—oo

oldugunu gosteriniz.

Xn =

genel terimli (x,) dizisinin limitini bulunuz.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Simdi
o

o0

seklinde belirsizlige sahip ifadelerin limitinin hesaplanmasinda sik
kullanilan asagidaki teoremi verelim.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.36. (Stolz Teoremi)

(1), (yn) reel terimli dizi olmak tizere

fimn = o

ve (yn) artan dizi olsun. Eger

L Xpa1—X
lim L7 1 e R
n—=00 Yy 11 — Yn

ise bu durumda X
lim =22 =L
n—oo yn
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Sonug 2.1.37.

(an) reel sayi dizisi olsun. Eger

lima, =a
n—oo

ise bu durumda
. o mtat..+a
lim

n—o0 n

gerceklenir.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornek 2.1.38.

114+ 22' 4 ... +nn!
lim =1
n—o0 (n+ 1)!

oldugunu gosteriniz.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Sonug 2.1.39.
Her n € IN icin a, > 0 olsun. Eger

lima, =a
n—oo

ise bu durumda .
lim : T T =4
n—oo 4 = =
ay +112 +"'+ﬂn

gerceklenir.
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Sonug 2.1.40.
Her n € IN icin a, > 0 olsun. Eger

lim a, = a
n—oo

ise bu durumda
lim ay.a5...a, = a
n—o0

gerceklenir.
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Sonug 2.1.41.
Her n € IN icin s, > 0 olsun. Eger

. Sp+1
lim 2 —
n—co Sy

ise bu durumda

lim /s, =r

n—oo

dir.
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Ornek 2.1.42.

lim ¥/n=1

n—o0

oldugunu gosteriniz.




2. Limit
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Teorem 2.1.43.

(xn) reel sayr dizisi olmak iizere (x,) dizisinin keyfi alt dizisi (xy,)

olsun. Eger
lim x, = a
n—o0

ise bu durumda
lim x, =a
k—o0

dir (Yani; yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir).
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.44.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(1) (xn) dizisi monoton artan ve istten sinirl dizi ise bu durumda

Jgrolo Xp = sup R (xy)

dir.
(i) (xy) dizisi monoton azalan ve alttan sinirl dizi ise bu durumda

lim x, = inf R (xy)
n—00




2. Limit
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Ornek 2.1.45.

1 n
lim (1 o )
n—0co n

ifadesinin mevcut oldugunu gosteriniz.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.46.
1 n
n

2<x,<3

olsun. Her n € IN icin

oldugundan (x;) dizisinin limiti 2 ile 3 arasinda bir reel sayidir. Bu
sayi e ile gosterilir ve degeri yaklasik olarak

e = 2.718281828459045...

dir. Bu durumda

1 n
lim <1 + ) =e
n—00 n

dir.
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(In) kapali araliklarin dizisi olsun. Her n € IN i¢in

In+1 C In

ise (I,) dizisine i¢ ice araliklar dizisi denir.
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Sonug 2.1.48. (icice Araliklar Ozelligi)

Her n € IN igin
1n+1 C In
olmak tizere (I,) kapali ve sinirli araliklarin dizisi olsun. Bu
durumda .
N5 £0
n=1
dir.

e
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Teorem 2.1.49. (Bolzano-Weierstrass)

R reel sayilarin sinirli ve sonsuz elemanl her alt kiimesinin en az
bir yigiima (limit) noktasi vardir.

Sonug 2.1.50. (Bolzano-Weierstrass)

Her sinirli reel sayi dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi vardir.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.51.
(x,) reel sayi dizisi olsun. Keyfi € > 0 sayisi i¢in en az bir
np = np (€) € N sayisi var dyle ki m,n > ng kosulunu saglayan her
m,n € N sayisi icin
|2 — %4 | < €

saglaniyor ise (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.
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Yukarda verilen tanim simgesel mantik dilinde asagidaki gibi
yazilabilir:

(xn) Cauchy dizisidir <= Ve >0 3ng =ng () € N > Vm,n > ny (|xm —xu| <€)

(xn) Cauchy dizisi degildir <= 3¢ >0 > Vng € N Im,n > ny (|xm — x| > €)
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= (2)

dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

= (3)

dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.
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Ornek 2.1.54.
2 3 n
genel terimine sahip (x;) dizisinin Cauchy dizisi olmadigini

gosteriniz.

Teorem 2.1.55.

(x,) Cauchy dizisi ise (x,) dizisi simirhdir.




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Teorem 2.1.56.

(x11) reel terimli Cauchy dizisi olmak tizere (x;,) dizisinin (xy,) alt dizisi i¢in

lim x,, =a
k—o0
olsun. Bu durumda (x;) dizisi yakinsaktir ve

lim x, =a
n—o0

Teorem 2.1.57.

(x,) reel sayi dizisi olsun.

(xn) dizisi yakinsaktir <= (x,,) dizisi Cauchy dizisidir.
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Not 2.1.58.

(x,,) Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0 igin nyp € IN sayisi
vardir oyle ki m,n > ng kosulunu saglayan her m,n € IN sayisi icin

|Xm — xn| < €

gerceklenir. Keyfi p € IN i¢in m = n + p alinirsa yukardaki onerme
su sekli alir:

(x4) Cauchy dizisi ise her € > 0 i¢in 19 € IN sayisi vardir dyle ki

n > np kosulunu saglayan her n € IN sayisi ve her p € IN sayisi icin

]xnﬂ, — xn| <€

saglanir.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Dolayisiyla eger (x,) Cauchy dizisi ise her p € IN igin
fm oy =] =0

gerceklenir. Ancak bu onermenin karsiti dogru degildir. Yani; her
p € N icin

nh_{?o |%n1p — 20| =0

olmasi (x,) dizisinin Cauchy dizisi olmasini gerektirmez.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

(xn) dizisinin bir alt dizisi (x,,) olsun.

lim x,, =a
k— o0

ise a sayisina (x,,) dizisinin bir limit noktasi denir.




2. Limit

2.1. Reel Sayi Dizileri

Tanim 2.1.60.

(x,) reel sayi dizisi ve
Z = {x : x sayisi (x,) dizisinin limit noktasi}

olsun.
L=supZ ve [=infZ

sayilarina sirasiyla (x,,) dizisinin Gst limiti ve alt limiti denir ve

L = lim x, = limsupx,
n—oo

[ = limx, = liminfx,
n—o0

ile gosterilir.
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2.1. Reel Sayi Dizileri

Not 2.1.61.

Her (x,) dizisi i¢in

limx, < lim x,
n—co n—oo0

oldugu agiktir.
(x,) reel sayi dizisi olsun. Her n € IN igin

L, = sup{xg:k>n}=sup{x,x4+1,...}
l, = inf{x;:k>n}=inf{x,, x,41,...}

olarak tanimlansin.
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Teorem 2.1.62.

L = limL,
n—00

I = liml,
n— 00

dir.

Teorem 2.1.63.

(x,) reel sayi dizisi olsun.

lim x;, =a <= limx, = lim x, =a
n—co —yo0 n—00




2. Limit
2.1. Reel Sayi Dizileri

Ornek 2.1.64.
_ 3
= (2 (242)

genel terimine sahip (x,) dizisi i¢in infx, = inf R (x,,),

supx, =sup R (x,), limx, ve lim x, degerlerini bulunuz.
n—o0 n—roo

V.

Ornek 2.1.65.

(i) x, = 1" genel terimine sahip (x,) dizisinin alt ve iist
limitini bulunuz.

(ii) y» = n genel terimine sahip (y,) dizisinin alt ve ist limitini
bulunuz.




