MAT 109 ANALIZ |
Limit

Ankara Universitesi

5. Hafta



2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

2.2.1. Temel Tanimlar ve Onermeler
Tanim 2.2.1.

@ # X CR, f: X — R fonksiyon ve a € X’ olsun. Keyfi € > 0 sayisi
icin en az bir 6 = 6 (€) > 0 sayisi var dyle ki

0<|x—a| <o
kosulunu saglayan her x € X icin
f () —L| <e
saglaniyorsa f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisidir denir ve

limf (x) =L

X—a

veya
xeX, x—aiginf(x) =L

seklinde gosterilir (Cauchy -ye gore limit tanimi).




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.2.
Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki gibi yazabiliriz:

lIimf (x) =L<=Ve>030=0(e) >0 > VxeX 0<|x—a|<d=|f(x) —L|<e

X—a

lgm“f(x)#L(:)3€>0V5>03x€X (0O<|x—a| <dA|f(x)—L| >¢)




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Diger taraftan;

0<|x—a|<dé < xcl;a)
f(x) - L <e <= f(x)€eUc(L)
f(x) =Ll >2e < f(x)¢&Uc(L)

olduklari dikkate alinirsa yukarda verilen tanim asagidaki sekilde
yazilabilir:




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.3.
@ #XCR, f: X — R fonksiyon ve a € X’ olsun. L sayisinin her

Ue (L)
komsulugu i¢in a sayisinin en az bir
Us (a)

komsulugu var oyle ki her .
xeUs(a)NX
icin
f(x) € Ue (L)
saglaniyorsa veya
f(ﬁg@)ﬂx)clk(m

gercekleniyorsa f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisidir denir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.4.

Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki gibi yazabiliriz:

Hmf (x) = L <= YU (L) 30 (@) > f (iz,; (a) mx) C Ue (L)

X—a

limf (x) # L <= 3Ue (L) Y5 (a) > f(Us(a) N X) ¢ Ue (L)

X—a
y




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.5.

lim x sin <1> =0
x—0 X

oldugunu gosteriniz.

Ornek 2.2.6.

Limit tanimini kullanarak

| A

lim X —1
—lx+1 2

oldugunu gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Limitin (e — &) tanimini kullanarak
limv10 —x =3
x—1

oldugunu gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.8.
@ #XCR, f:X— R fonksiyon ve a € X’ olsun. Her n € N icin

xp € X\ {a}

ve
lim x;, = a
n—o0o
kosullarini saglayan her (x;,) dizisi i¢in

lim f (x,) =L

n—oQ

ise f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L dir denir ve
lim f (x) = L
veya
xeX, x—aicinf(x) > L

biciminde yazilir (Heine -ye gdre limit tanimi).




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.9.

Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki gibi yazabiliriz:

limf (x) =L <=V (xp) x, € X\ {a} (V}g%oxn :a:>r}grgof(xn) :L)

X—a

chigllzf(x)yéL@EI(xn) > x, € X\ {a} r}grgoxn:a nliﬁrglof(xn)#L

Teorem 2.2.10.

Limitin Cauchy -ye gore tanimi ile Heine -ye gore tanimi denktir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.11.

x € R\ {0} olmak iizere

) =sin 1)

fonksiyonunun x — 0 icin limitinin mevcut olmadigini gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.12.

@ # X CR, f: X — R fonksiyon ve a € X’ olsun. Keyfi € > 0 sayisi
icin en az bir 6 = 6 (€) > 0 sayisi var dyle ki

a<x<a+é
kosulunu saglayan her x € X icin
|f (x) = L] <e

saglaniyorsa f fonksiyonunun a noktasindaki sag limiti L sayisidir denir ve

lim f(x) =L
x—at
veya
fla%) =L

seklinde gosterilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.13.

@ # X CR, f: X — R fonksiyon ve a € X’ olsun. Keyfi € > 0 sayisi
icin en az bir 6 = 6 (€) > 0 sayisi var dyle ki

a—d<x<a
kosulunu saglayan her x € X icin
If (x) = Lao| <€

saglaniyorsa f fonksiyonunun a noktasindaki sol limiti Ly sayisidir denir ve

/) =L
veya
fla) =L

seklinde gosterilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Cauchy -ye gore verilen Tanim 2.2.12 ve Tanim 2.2.13 -e denk olan
asagidaki tanimlari ifade edebiliriz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.14.
@ #XCR, f: X — R fonksiyon, a € X’ ve (a,+00) N X # @ olsun. Her
n € IN igin
xn € X\ {a} , xp>a
ve
lim x, =a
n—oo

kosullarini saglayan her (x,) dizisi icin

lim f (x,) = Lq

n—oo

ise f fonksiyonunun a noktasindaki sag limiti L1 dir denir ve

lim f (.X') = Ll
x—at
veya
f@) =L

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.15.
@ #XCR, f:X— R fonksiyon, a € X' ve (—c0,a) N X # @ olsun. Her
n € IN igin
xp € X\{a} , xn<a
ve
lim x, =a
n—oo

kosullarini saglayan her (x;,) dizisi icin
lim f (xu) = Lo

ise f fonksiyonunun a noktasindaki sol limiti L, dir denir ve

xlgi{f (x) =L
veya
fla)=L

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Teorem 2.2.16.
@ #XCR,f:X— R fonksiyon, a € X/,

(a,+00)NX#QD ve (—o0,a)NX#Q

olsun. f fonksiyonunun a noktasinda limitinin mevcut olmasi igin
gerek ve yeter sart f fonksiyonunun f (a™) ve f (a~) limitlerinin
mevcut ve

olmasidir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

ifadesini hesaplayiniz.

Ornek 2.2.18.

f:[—2,2] = R olmak iizere

2—x ; —2<x<1
f(x)= S x=1
x—1 ; 1<x<2

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyonun a = 1 noktasinda sag ve sol
limitlerini hesaplayiniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.19.

¢ € R olmak uzere

fi(c,+0) - R

fonksiyon ve L1 € R olsun. Keyfi € > 0 sayisi igin en az bir
0 =6 (e) > 0 sayisi var oyle ki her

x>0

' f (x) —Li| < e

saglaniyorsa f fonksiyonunun +oo -da limiti L1 sayisidir denir ve

lim f (x) = L1

X——+00

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.20.

¢ € R olmak uzere
fi(=00,c) > R

fonksiyon ve Ly € R olsun. Keyfi € > 0 sayisi i¢in en az bir
0 =6 (e) > 0 sayisi var oyle ki her

x < —0

' f (x) —Lo| < e

saglaniyorsa f fonksiyonunun —oo -da limiti L, sayisidir denir ve

lim f (x) = Lz

X——00

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.21.

fx)=vx2+1—x

seklinde tanimlanan
f:R—R

fonksiyonu icin

lim f(x) =0

X—+00

oldugunu gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.22.

seklinde tanimlanan
f:(0,400) > R

fonksiyonu icin
lim f(x) =0

X— 400

oldugunu gosteriniz.

Cauchy -ye gore verilen Tanim 2.2.19 ve Tanim 2.2.20 -ye denk
olan asagidaki tanimlari ifade edebiliriz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.23.

(i) c € R olmak lizere
fi(c,+00) > R
fonksiyon ve L1 € R olsun. Her n € IN igin
Xp > C

ve

lim x, = +oc0

n—oo
kosullarini saglayan her (x;,) dizisi i¢in

lim f (xp) = Lq

n— oo

ise f fonksiyonunun +oo -da limiti L1 sayisidir denir ve

lim f(x) =1L

X—>+00

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(7)) ¢ € R olmak lizere
fi(=0,c) = R

fonksiyon ve L, € R olsun. Her n € IN icin
xXp < cC

ve

lim x, = —c0
n—oo

kosullarini saglayan her (x;,) dizisi i¢in

lim f (xp) = Ly

n—oo

ise f fonksiyonunun —oo -da limiti Ly sayisidir denir ve

lim f (X) = L2

X—r—0Q

biciminde yazilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.24.

f(x) =sinx

fonksiyonunun +oo -da limiti mevcut degildir. Gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.25.
Asagidaki onermeler dogrudur:

(i)

limf()=L ve limf(x)

ise L1 = Ly dir.
(if)
limf (x) = L

ise en az bir § > 0 sayisi vardir oyle ki
li[(s (ll) NnxX

kiimesinde f fonksiyonu sinirlidir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(i)
limf (x) =L ve J1{1£)r;g (x) =Ly

X—a

limitleri mevcut ise bu durumda f 4 g, f — g, fg fonksiyonlarinin da x — a
icin limitleri mevcuttur ve

m[f () +g@) = L+l
lim[f(x) —g(x)] = Li-Ls
lim[f (x)g (x)] = Lila
gergeklenir. Ayrica eger her x € X igin g (x) # 0 ve Ly # 0 ise {;

fonksiyonun da x — a i¢in limiti mevcuttur ve

f@ L
x—a g (x) Ly

saglanir.

e




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(iv)
limf (x) =L; , limg(x) =1L

X—a X—a

limitleri mevcut ve her x € X icin

ise

gerceklenir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(v) Her x € X icin

fx) <h(x) <g(x)

ve
limf (x) = L = limg (x)
ise
}g}h (x) =L
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(i)
limf (x) = L
lim|f ()| = |1
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.26.

oldugunu gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Teorem 2.2.27. (Bileske Fonksiyonun Limiti)
X, YCRaeX,beY,f:X—R,g:Y =R,

limf(x) =b  ve iiglgg(y)=A

olsun. Eger her x € X\ {a} icin

f@ A ve fRIeY

ise bu durumda
F(x) =(gof) (x) =g (f (x))

bileske fonksiyonunun a noktasindaki limiti mevcuttur ve

imF (x) =A

X—a

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Ornek 2.2.28.

oldugunu gosteriniz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti
X C R olmak tizere

i=infX ve s=supX

olsun.

Teorem 2.2.29.

X CRvef: X — R fonksiyonu X kiimesi lizerinde monoton artan
fonksiyon olsun. Bu durumda

lim f (x) = inf {f (x) : x € X}

x—it

ve
lim f (x) = sup {f (x) : x € X}
X—S~

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Teorem 2.2.30.

X CRvef: X — R fonksiyonu X kiimesi iizerinde monoton
azalan fonksiyon olsun. Bu durumda

lim f (x) = sup {f (x) : x € X}

xX—it

ve
lim f (x) =inf {f (x) : x € X}
X—S~

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.31.

X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X', L € R noktalar
verilmis olsun. Eger her n € IN icin

xn € X\ {a}
ve

lim x,, = a

n—oo

kosullarini saglayan bir (x,,) dizisi igin

lim f (x,) =L

n— o0

oluyorsa L sayisina f fonksiyonunun x — a i¢in hususi (veya &zel)
limiti denir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.32.

S6z konusu L sayisi genelde farkli (x,,) dizileri igin farkhdr.
Dolayisiyla asagidaki kiime

Ly (a) = {L: f fonksiyonunun x — a igin 6zel limiti L}

olarak tanimlansin.

Ornek 2.2.33.

f:R\ {0} — R olmak iizere

f(x) =sin <31c)

ile tanimli fonksiyonun x — 0 i¢in hususi (6zel) limitlerini bulunuz.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Tanim 2.2.34.
X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X’ noktasi verilmis
olsun.

Ly (a)
kiimesinin maksimumuna f fonksiyonunun x — a igin st limiti,

Ly (a)
kiimesinin minimumuna f fonksiyonunun x — a igin alt limiti denir
ve sirasiyla L

Hier i) o)

biciminde gosterilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.35.
Yukarda verilen tanima gore

lim f (x) = maxLs (a)

X—a

ve
limf (x) = min L (a)
X—a

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Not 2.2.36.

) = i <1>

fonksiyonunun x — 0 icin alt ve ist limitleri Ornek 2.2.33 dikkate

alinirsa L
lim f (x) = max L (0) = 1

xX—a

ve

limf (x) = minLs (0) = —1

X—a

oldugu gorulir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

Teorem 2.2.37.

X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X’ noktasi verilmis
olsun. Bu durumda

limf (x) = L <= lim f (x) = L = limf (x)

xX—a x—a X—a

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

2.2.2. Belirsiz ifadeler

X C R kiimesi, a € X’ (a € R veya a = Foo olabilir) noktasi ve
f,g : X = R fonksiyonlari verilmis olsun.

I. DURUM

limf(x)=L; ve limg(x)=L,

X—a X—a

sonlu limitleri mevcut ise

limf(x) _h
e L




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(i) L1 = L, = 0 olmasi durumunda
f
8

fonksiyonunun x — a icin limitinin varligi lizerine kesin birsey
soylenemez. O halde x — a igin

0Q |~

fonksiyonu

seklinde belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

C)rnegin;

(a) f (x) = |x| ve g (x) = x? fonksiyonlari icin
limf (x) = limg (x) = 0

olup
lim& = limi = 400
=08 (x)  x—0 |x]

dur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(b) f (x) = x* ve g (x) = x fonksiyonlari igin

limf (x) =limg(x) =0

x—0 x—0
olup
iy o6y =l =0
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(¢) f (x) = xsgnx ve g (x) = x fonksiyonlari i¢in

limf (x) =limg(x) =0

x—0 x—0

olup
. fx)
lm ey — Hmpes

ifadesi mevcut degildir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(ii) Ly = Ly = 40 (veya L; = Ly = —o0) olmasi durumunda

8

fonksiyonunun x — a icin limitinin varligi lizerine kesin birsey
soylenemez. O halde x — a icin

fonksiyonu

813

seklinde belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

[I. DURUM

limf(x) =0 ve limg(x)=co

ise

f8
fonksiyonunun x — a i¢in limitinin varligi lizerine kesin birsey
soylenemez. O halde x — a igin

fg

fonksiyonu
0.00

seklinde belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

1. DURUM

limf (x) = +eo  ve limg(x) = +oo

ise

f-8
fonksiyonunun x — a i¢in limitinin varligi lizerine kesin birsey
soylenemez. O halde x — a igin

f-38

fonksiyonu

seklinde belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(i) . .
}Clir;f(x):b>0 ve }Clir;g(x):c

ise -

o g(x) _ gc

lim [f (1)) = b
dir.
(i)

}g;f(x):o ve }gr;g(x):c>0 (veya ¢ = +o0)

ise -

i 8x) _

lim [f (x) ¥ = 0
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(i)
Jlcignaf(x)zo ve chig;g(x):c<0 (veya c = —o0)
ise @
. glx) _
lim [f (£)5) = o0
dur.

(i)
limf (x) =limg (x) =0

X—a X—a
ise x — a igin
If ()8

fonksiyonu
00

seklinde bir belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

limf (x) = +o0  ve limg (x) =c¢ >0 (veya c = +o0)

X—a X—a

lim [f (x)]$®) = o0

X—a

limf (x) = +c0  ve limg (x) =c <0 (veya c = —o0)

X—a X—a
ise n
g gx) _
lim [f (1)) = 0
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(vii)
}Clgr;f(x):+oo ve }gr;g(x)zo

ise x — a4 icin

fonksiyonu

seklinde bir belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(vii)
}gr;f (x) =1 ve }gr;g(x) = 400

ise x — a icin

fonksiyonu
100

seklinde bir belirsizlik olusturur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

2.2.3. Temel Elemanter Fonksiyonlarin Limitleri

I. Sabit Fonksiyonun Limiti

¢ € R sabit reel say1 olmak ilizere

flx)=c
biciminde tanimli

f:R—=R
fonksiyonu icin

)= Jge=c

oldugu aciktir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

1. Ustel Fonksiyonun Limiti

(i) Keyfi xp € R igin
lim a* = a™
X—X0o
dir.
(ii) a > 1 igin
lim a* = 40 ve lim a* =0
X—r+00 X—>—00
ve
0<a<1igin
lim a* =0 ve lim a* = 400
X—+00 X——00
olduklar gosterilebilir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

I1l. Logaritma Fonksiyonunun Limiti
(1) Keyfi xp € Ry icin

xh_}r?(] log, x = log, xo

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(ii) a > 1 icin

Jiplogx= e el fogx= 4o
ve
0<a<1igin

xlg(r)1+ log,x = +oo0  ve xl_l)I}_IOO log,x = —o0
dur.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

IV. Kuvvet Fonksiyonunun Limiti

a« € R olmak tizere

flx) =2
biciminde tanimli

f : IR+ — R

kuvvet fonksiyonu icin
(1) Keyfi xp € Ry icin

lim x* = xg
X—X0

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

limx"‘:{ voge>t

x—0+t 400 ; a<0
ve
lim ¥* =4 T 7 &~ 0
X—r+00 N 0 ; <0
dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

V. Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti

(1) Keyfi xg € R igin

lim sinx = sin xg
X— X0

dir.
(i) Keyfi xo € R igin

lim cosx = cos xy
X—X0

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(iii) Keyfi xo € R\ {¥ +kmt:k € Z} icin

lim tanx = tan xg
X—Xo

dir.
(iv) Keyfi xo € R\ {krt : k € Z} i¢in

lim cotx = cotxg
X—X0

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

VI. Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti

(1) Keyfi xg € [—1,1] igin

lim arcsin x = arcsin xg
X— X0

dir.
(ii) Keyfi xg € [—1,1] icin

lim arccos x = arccos x
X—X0

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

(1ii) Keyfi xo € R igin

lim arctan x = arctan x
X—Xo

dir.
(iv) Keyfi xg € R igin

lim arccot x = arccot xg
X—X0

dir.




2. Limit

2.2. Fonksiyonlarin Limiti

VII. Polinom Fonksiyonlarin Limiti

a, # 0 olmak lizere ag,ay, ...,a, herhangi reel sayilari icin

Pu (%) = @ x" + A 1X" T+ L+ ax+ag

polinom olsun. Bu durumda keyfi xg € R icin

lim py (x) = px (x0)

X—X0o

dir.




