MAT 109 ANALIZ |

Sureklilik

Ankara Universitesi

7. Hafta

Siireklilik



3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.1.

@ # X C R kiimesi ve f,g : X — R fonksiyonlari verilmis olsun.
Eger a € X noktasinda f ve g fonksiyonlari siirekli ise
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ii) ¢ € R olmak lizere cf
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v) g(a) #0ise é
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fonksiyonlari da a € X noktasinda stireklidir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.2.
@ # X,Y C R olmak lizere

f:X=Y ve g:Y—=R

fonksiyonlari verilmis olsun. Eger f fonksiyonu a € X noktasinda
siirekli ve g fonksiyonu da b = f (a) noktasinda siirekli ise

gof: X >R
(gof) (x) =g (f (x))

bileske fonksiyonu da a € X noktasinda siireklidir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.3. (Ara Deger Teoremi)

f:lab] = R
stirekli fonksiyon, A # B olmak lzere
f@=4 v f(b)=B
olsun. Bu durumda A ile B arasindaki her C sayisi igin
flo=c

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayisi vardir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Sonug 3.2.4. (Bolzano-Cauchy Teoremi)

f:lab] — R
fonksiyonu stirekli ve
fla) f(b) <0
olsun. Bu durumda
fle)=0

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayisi mevcuttur.

Not 3.2.5.

Teorem 3.2.3 ve Sonug¢ 3.2.4 -iin hipotezindeki sartlarin
kaldirlamayacagini gosteren bazi ornekler verelim:
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

(a) f:]0,1] = R olmak iizere

1
FE@ =k
fonksiyonu [0, 1] araliginda stireksizdir.
1 2
f0O)=—5<0 ve f(1)=5>0

3 3

olmasina ragmen
fle)=0

esitligini saglayan ¢ € (0,1) sayisi yoktur.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

(b) f:10,1] U [2,3] — R olmak iizere

-1 ; 0<x<1

f<x):{ 1 ; 2<x<3

fonksiyonu
[0,1] U [2,3]

kumesi uzerinde sureklidir.
f(0)=-1<0 ve f(3)=1>0

olmasina ragmen
fle)=0

esitligini saglayan ¢ € [0,1] U [2,3] sayisi yoktur.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.6.

f:lab] - R

fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise f fonksiyonu [a, b] araliginda
sinirhidir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.7.

f:lab] =R

fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise f fonksiyonu [a, b] araliginda
en kiiclik ve en bliyiik degerini alir, yani

m:=inf{f (x) : x € [a,b]} =f (a)

M:=sup{f (x):x € [a,b]} =f(B)

olacak sekilde a, B € [a, b] sayilari vardir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.7 teoremlerinin hipotezlerindeki
sartlarin kaldirilamayacagini gosteren bazi ornekler verelim.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

(a) f:(0,1) = R olmak lizere

fx)=x

fonksiyonu (0,1) araliginda siireklidir ancak f fonksiyonu (0,1)
araliginda

M = sup{x:xe(0,1)} =1
m = inf{x:x€(0,1)} =0

degerlerine ulasamaz. Ciinkii her x € (0,1) igin

0<f(x)<1

dir. Bunun sebebi tanim kimesinin kapali bir aralik olmamasidir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

(b) f: [-1,1] = R olmak lizere
[ Ix] ;5 xe(-1,00U(0,1)
f(x)—{ % ; x=0yadax=F1
fonksiyonu [—1,1] araliginda siirekli degildir.
M sup{f (x):xe[-1,1]} =1
m = inf{f(x):xe[-1,1]} =0

olup her x € [—1,1] icin

fO)#0  ve f(x)#1

dir. Dolayisiyla f fonksiyonu [—1,1] araliginda en blyiik ve en kiigiik
degerine ulasamaz. Bunun sebebi f fonksiyonunun [—1,1] araliginda
surekli fonksiyon olmamasidir.
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3. Sureklilik

3.2. Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

(c) f:]0,4) = R olmak tizere
f (x) = arctan x
fonksiyonu [0, +-00) araliginda stirekli fonksiyondur.
M = sup {arctanx : x € [0, +00)} = g

olup her x € [0, +00) igin

f)#5

dir. Yani f fonksiyonu [0, +00) araliginda en biiyiik degerine
ulasamaz. Bunun sebebi f fonksiyonunun tanim kiimesinin sinirli
olmamasidir.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Tanim 3.3.1.

@ #XCR, f: X — R fonksiyon olsun. Keyfi € > 0 sayisi icin en
az bir 6 = 0 (€) sayisi var dyle ki

lx1 —x2| <6
kosulunu saglayan her x1,x; € X icin

f (x1) =f (x2)] < e

saglaniyorsa f fonksiyonu X kiimesi lizerinde diizgiin siireklidir
denir.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Not 3.3.2.

Yukardaki tanimi simgesel mantik dilinde asagidaki gibi yazabiliriz:

f: X — R fonksiyonu X iizerinde diizgiin siireklidir <=

Ve>036=6(e) >0 > Vxp,xp €X (J[x1 — x| <d=|f(x1) —f ()| <€

f: X — R fonksiyonu X iizerinde diizgiin siirekli degildir <=

Je>0V0>03x,x0€X (Jx1 —x2| < A |f(x1) —f(x2)| >¢)
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Not 3.3.3.

f : X = R fonksiyonu X kiimesi tizerinde diizgiin siirekli ise
sureklidir. Gergekten; Tanim 3.3.1 -de

X1=X ve Xo=a

alinirsa Tanim 3.1.1 elde edilir. Ancak siirekli bir fonksiyon diizgiin
surekli olmayabilir.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Ornek 3.3.4.
f:[1,+400) — [1,400)

olmak tizere
fx)=vx

fonksiyonunun [1, +00) araliginda diizgiin siirekli oldugunu
gosteriniz.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Teorem 3.3.5.

X C R olmak iizere f : X — R fonksiyon olsun. f foksiyonunun X
kiimesinde diizgtin surekli olmasi icin gerek ve yeter sart her n € IN

icin

Xn,Yn € X
ve

lim (x, —y,) =0

n—o0

kosullarini saglayan keyfi (x,) ve () dizileri igin

nlggo (f (xn) —f (yn)) =0

olmasidir.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Not 3.3.6.

f : X — R fonksiyonu X iizerinde diizgiin siirekli degildir.<=>Her
n € IN icin
Xn, Yn € X
ve
Jim (o ) =0

kosullarini saglayan (x,) ve (y,) dizileri i¢in
7}% (f (xn) —f (yn)) # 0

olmasidir.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Ornek 3.3.7.
f:R—=R

olmak lzere
flx)=x

fonksiyonu IR tzerinde duizgln siirekli degildir. Gosteriniz.
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3. Sureklilik

3.3. Diizgiin Stireklilik

Ornek 3.3.8.

f:(0,1) = (—00,0)

olmak lzere
f(x) =Inx

fonksiyonu (0,1) araliginda diizgiin siirekli degildir. Gosteriniz.

Teorem 3.3.9.
Kapali ve sinirli aralik tizerinde stirekli her

f:lab] =R

fonksiyonu [a,b] araliginda diizgiin siireklidir.
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