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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Teorem 5.2.1.

J C R ve ¢ (J) = I olmak iizere
¢:]—R

fonksiyonu | tizerinde stirekli tiireve sahip fonksiyon ve
f:I—-R

fonksiyonunun [ tizerindeki herhangi bir ilkel fonksiyonu

F:I—-+R

olsun.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Bu durumda
(fop).¢':]—R
fonksiyonunun | tizerindeki bir ilkel fonksiyonu
Fogp:J]—= R
dir ve
[£l0 )¢ (x)dx = F (9 () +C (5.1)
saglanir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Not 5.2.2.
¢ (x) = y denilirse
Flp(x))+C = F(y+C
= /f () dy

olup (5.1) ifadesi gz niine alinirsa

[Flo @) e dx= [f)dy (52)

elde edilir.

Ancak dikkat edilmelidir ki; (5.2) ifadesinin sag tarafindaki

J f () dy integrali hesaplandiktan sonra y = ¢ (x) déniisimii
yardimiyla tekrar x degiskenine gecilmelidir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Not 5.2.3.
/ f(y)dy

integralinde v = ¢ (x) degisken degistirmesi yapilirsa
dy = ¢ (x) dx oldugu dikkate alinirsa

[fwdy= [ (o) ¢ (x)dx (53)

ifadesi elde edilir.

Ancak dikkat edilmelidir ki; (5.3) ifadesinin sag tarafindaki
[f (¢ (x)) ¢ (x)dx integrali hesaplandiktan sonra x = ¢! ()
donusiimii yardimiyla tekrar y degiskenine gecilmelidir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Ornek 5.2.4.

Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

t

@) [ {rpt
100
& [ (aritj_nttz) it
dt
(c) f(t—a)k , (keN, t#a)
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

(I) va? — x? ifadesinden baska kokli ifade icermeyen
fonksiyonlarin integralini hesaplamak icin

X =asint

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

/de
V4 — x?

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

(II) v/x? — a? ifadesinden baska kokli ifade icermeyen
fonksiyonlarin integralini hesaplamak icin

a

cost

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Ornek 5.2.6.

/ dx
xVx?—9

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

(IIT) va? + x? ifadesinden baska kokli ifade icermeyen
fonksiyonlarin integralini hesaplamak icin

x =atant

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

/ dx
x2v/x2 4+ 9

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

(IV) /ax+ b seklindeki ifadeleri iceren fonksiyonlarin integralini
hesaplamak icin 711; kok kuvvetlerinin en kiicuk ortak kati p olmak

uzere
ax+b =1t

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Ornek 5.2.8.

/WH

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

(V) Trigonometrik fonksiyonlar cinsinden rasyonel olarak ifade
edilen fonksiyonlarin integrali icin yarim a¢i yontemi adi verilen

tani—t
5=

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

sinx = ZSil’IECOSE
- 2 2
_ t 1
2412 +1
olup
sinx = i
241
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

X X
cosx = cos? 57 sin? 5
1 2
O R24+1 241
olup
cosXx = 1-#
142
elde edilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Ayrica; tan 5 = t oldugundan
T(1+tan?d)dx=dt = % (1+#)dx=dt

olup
2

1+ t2

dx = dt

olur.

Dolayisiyla, bu degisken degistirmesinden sonra verilen belirsiz
integral t degiskenine gore bir rasyonel ifadenin integraline
indirgenir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.1. Degisken Degistirme Yontemi

Ornek 5.2.9.

1+sinx
/ dx
cosx (1 + cosx)

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.2. Kismi integrasyon Yontemi

Teorem 5.2.10.

u,v: I C IR — R fonksiyonlari I araliginda tiirevlenebilir olsun.
Eger, vu’ fonksiyonu I araliginda integrallenebilir ise uv’ fonksiyonu
da I araliginda integrallenebilirdir ve

saglanir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.2. Kismi integrasyon Yontemi

Not 5.2.11.

{du (x) = o (x)dx
dv(x) = v (x)dx

olduklar dikkate alinirsa (5.4) ifadesi ile verilen kismi integrasyon

formiili
/udv = uv — /Udu (5.5)

seklinde de ifade edilebilir.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.2. Kismi integrasyon Yontemi

Kismi integrasyon yontemi ile integral hesaplarken, (5.5)
ifadesindeki sag taraftaki integralin bulunmasi sol taraftaki
integralin bulunmasindan kolay olacak sekilde u ve dv ifadeleri
secilmelidir.

x € R4 olmak lzere

/ X3 In® xdx

integralini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.2. Kismi integrasyon Yontemi

Ornek 5.2.14.

n € IN olmak uzere

/ sin” xdx

ifadesini hesaplayiniz.

n > 2 olmak lzere

dx
/ cos™ x

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz Integral Alma Yontemleri
5.2.2. Kismi integrasyon Yontemi

Ornek 5.2.16.
n € IN olmak uzere

1
/ (a2 + xz)"dx

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

(I) b* — 4ac < 0 olmak iizere

/ dx
ax2 +bx+c

x—i—E 2+4ac—b2
2a 4q2

oldugu dikkate alinip u = x + % degisken degistirmesi yapilirsa ve

2 dac—b?
k* = 402

tipindeki integraller icin

ax?+bx+c=a

denilirse
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

/ dx _ 1/ dx
ax2+bx+c  a ( b)2+4uc,bz

olarak elde edilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

1
/x2 —8x—|—20dx

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

(II) b* — 4ac < 0 olmak iizere

/ Ax + B I
ax?> +bx +c

tipindeki integraller icin

A Ab
Ax—I—B—Z(Zax%—b)—I—B—E

oldugu dikkate alinirsa

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

/ Ax -+ B gy — A/ 2ax +b ;
ax? +bx +c 2a ) ax2+bx+c

LA /dx
2a ax2 +bx+c

_ A 2
= Zln‘ax —|—bx—i—c|

N /dx
2a ax2 +bx+c

elde edilir. Yukardaki esitligin sag tarafindaki integral (I) tipinde
integraldir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

Ornek 5.2.18.

/de
x2 —6x+10

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

(III) n,m € N olmak lizere
P,(x) = apxX"+axX" 14 .. da,ix+a, . (ag #£0)
Qu(x) = box" +bx™ P4+ ..+ by1x+by . (bo #0)
ve Qi (x) # 0 olsun. Bu durumda

Py (x)
Qum (x)
kesirine rasyonel kesir adi verilir. Eger, n < m ise bu rasyonel kesire

diizgiin rasyonel kesir, n > m ise bu rasyonel kesire diizgtin
olmayan rasyonel kesir adi verilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

(i) n < m olmasi durumunda; asagidaki temel teorem,

P, (x)
e

duizgiin rasyonel kesirlerin integralinin nasil hesaplanacagi hakkinda
bilgi verecektir.

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

Teorem 5.2.19.

X1, .oy &k, B1, o P1 € Z 4 olmak lizere
4. +ag+2B1+...+p) =m,
a1, ... A, p1,91, - 1, 91 € R olmak iizere s = 1, ..., 1 igin
pe— 44, <0
ve
Qm(x) = (x—d)" ... (x —dp)™
< (@ +p+q)” o (2 +p )

olsun. Bu durumda g”((?) duzglin rasyonel kesiri
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

Pn (x) B Agn N Agm o A(l)
Qu(x) — & Gay =i
(k) AW (k)
Al 2 A
-l—x_dk ) TP eco P God)*
L Bercd) | By
X2+prx+q; (x2+p1x+q1)2
0 0 ) 0
B, /x+C. B5 x+C.
+22 1 2z 2
X=+prxt+q; (x2+pix+q;)

TP coc

)

(1) (1)
Bﬁ1 X+Cﬁ1

(2+prx+q1)P1
() (1)

Bﬁz x+Cﬁl

(2+p+qp)P!

biciminde basit rasyonel kesirler adi verilen kesirlerin toplami

seklinde gosterilebilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

Ornek 5.2.20.

/5x2+20x+6 y
X3 +2x2 + x

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

(ii) n > m ise

Py (x) Ry (x)
Qm (x) Qum (x)

biciminde yazilabilir, burada Kj,—, (x) polinomu n — m -inci
dereceden, Ry (x) polinomu k < m olmak lizere k -inci dereceden
polinomdur. Dolayisiyla diizgiin olmayan bir rasyonel kesrin
integrali, belirli bir polinomun integrali ile bir diizgtin rasyonel
kesrin integralinin toplamina esittir.

= Kym (x) +
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.3. Rasyonel Kesirlerin integrallenmesi

/2x3+x2—4x+7
xX2+x—2

ifadesini hesaplayiniz.
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