MAT 110 ANALIZ Il

Belirsiz Integraller

Ankara Universitesi

3. Hafta

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(D)
/ dx
Vaxz +bx+c

tipindeki integrallerin hesaplanmasi a, b ve ¢ katsayilarinin
durumuna gore degisir.

2 _K
vax2+bx+c=,|a (x—l—b) —1—4%!)] (5.6)

2a 442

esitligi dikkate alinirsa
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(i) b*> —4ac > 0 ve a < 0 ise (5.6) esitligindeki koklii ifadenin ici
k? — u? seklinde bir ifadeye doniisiir. Dolayisiyla

/\/I% = arcsin <%) +C

yardimiyla verilen integral hesaplanir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(ii) b*> — 4ac > 0 ve a > 0 ise (5.6) esitligindeki koklii ifadenin ici
u% — k? seklinde bir ifadeye doniisiir. Dolayisiyla

/%zln(u—{—\/uz—kz)%—C
u R

yardimiyla verilen integral hesaplanir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(iii) b> — dac < 0 ve a > 0 ise (5.6) esitligindeki koklii ifadenin ici
u® + k? seklinde bir ifadeye doniisiir. Dolayisiyla

/fjrkzzln<u+\/u2+k2>+c

yardimiyla verilen integral hesaplanir.

(iv) b? — 4ac = 0 ve a > 0 ise ax> + bx + ¢ bir tam kare olup bu
ifade kok disina cikar. Dolayisiyla basit bir degisken degistirmeyle
integral hesaplanir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

/ dx
V—=x2+2x+3

ifadesini hesaplayiniz.

/ dx
VxZ+6x+13

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(1)
Ax+B
—————dx
Vvax?+bx +c
tipindeki integralin hesaplanmasi igin
A Ab
== B_—
Ax+B - (2ax +b) + o’

esitligi kullanilirsa
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

/ Ax+ B I é 2ax +b
Vax? +bx+c 2a J \/ax2 + bx +c

+(B—Ab>/ldx

2a Vax? +bx+c
A

= E\/ax2+bx+c

X

+ <B _ Ab) /1d
2a Vax? +bx+c

olarak yazilabilir. Yukardaki esitligin sagindaki integral (I) tipinde
olup bu integralin nasil hesaplanacagi detayl olarak incelenmistir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

Ornek 5.2.24.

/’“Fldx
V2x — x2

ifadesini hesaplayiniz.

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(IIT)
dx
/ (Ax + B) Vax2 +bx+c
tipindeki integrali hesaplamak igin
! =
Ax+B

degisken degistirmesi yapilirsa verilen integral (II) tipindeki
integrale indirgenir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(IV) n -inci dereceden polinom P, (x) olmak iizere

P
/ 1 CO R (5.7)
Vax? +bx+c
tipindeki integral

Py(x) _ % 1
mdx = Qu-1 (x) Vax +bx+c+/\/ mdx
(5.8)
seklinde yazilabilir, burada Q,,—1 (x) polinomu n — 1 -inci dereceden
bilinmeyen katsayili bir polinom ve A bilinmeyen bir reel sayidir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(5.7) tipinde belirtilen integrali hesaplamak igin ilk olarak (5.8)
ifadesinin her iki tarafinin x degiskenine gore tiirevi alinir, ifadenin
sag tarafi ortak paydaya getirilir ve ayni dereceli terimlerin
katsayilari esitlenirse Q,,—1 (x) polinomunun katsayilari ve A reel
sayisi bulunur. Dolayisiyla (5.8) ifadesinin sol tarafindaki integral
(I) tipindeki integrale indirgenir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

Ornek 5.2.26.

/x4+4x2
x2 44

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

(V) n € IN olmak iizere

/ dx
(x—p)" Vax2 +bx+c
tipindeki integrali hesaplamak igin

1
X=p

=1

degisken degistirmesi yapilirsa verilen integral (IV) tipindeki
integrale indirgenir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.4. Irrasyonel Kesirlerin Integrallenmesi

/ dx
(x+1)° Va2 +2x

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

a,be R vep, g, v e Q olmak lizere
x" (a+ bxP)Tdx
seklindeki ifadeye binom diferensiyeli
/xr (a+ bxP)Tdx (5.9)

bicimindeki integrale de binom integrali denir.

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

(i) g tam sayi,
o et
(i) 57 tamsay,
(i) % +q tam say,
durumlarindan birinin saglanmasi halinde (5.9) tipindeki integral
elemanter fonksiyonlarla ifade edilebilir.

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

(i) g € Z ise r ile p sayilarinin paydalarinin en kii¢iik ortak kati k
olmak iizere (5.9) ifadesinde

x =t

degisken degistirmesi yapilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

(i) % € Z ise q sayisinin paydasi 1 olmak iizere (5.9) ifadesinde
a+bxf =t"

degisken degistirmesi yapilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

(1ii) % + g € Z ise g sayisinin paydasi 1 olmak lizere (5.9)
ifadesinde
ax P +b=1t"

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.5. Binom Diferensiyelinin integrallenmesi

Ornek 5.2.28.

/ \3/5\3/ 1+ 3V/x2dx

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(I) ki farkli acinin sinis ve kosiniis degerlerinin carpimini iceren
integraller bircok uygulama alaninda karsimiza cikabilir. Bu tip
integrallerde asagidaki toplam carpim formiilleri kullanilir:

sinmxsinnx = %{cos [(m —n)x] — cos [(m+n)x]}
sinmxcosnx = % {sin [(m — n) x] + sin [(m + n) x|}
COSMX COSNX = %{cos [(m —n)x] + cos [(m+n)x]}
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

Ornek 5.2.29.

/ sin 5x cos 4x dx

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(II) m,n € IN olmak iizere
/ sin™ x cos” x dx

tipindeki integraller m ve n sayilarinin durumuna gore farkh
degisken degistirmeleri yapilarak hesaplanir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(i) m sayisi tek ise
cosx =t

degisken degistirmesi yapilr.

(ii) n sayisi tek ise
sinx =t

degisken degistirmesi yapilr.

(iii) m ve n sayilarinin her ikisi de cift sayi ise

2

1
cos”x = 5 (1+cos2x) ve sin?

1
x=5 (1 — cos 2x)

ozdeslikleri yardimiyla integrant kosintistin tek kuvvetlerine
dontsturdilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

Ornek 5.2.30.

/ sin® x cos* x dx

ifadesini hesaplayiniz.

Belirsiz Integraller



5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

Tanim 5.2.31.
ago, 410, 401, ---, Aon reel sayilar olmak tizere

Py (x,y) = ago + a10x + agy + axx* + aj1xy + aoy® + ... + aony"

seklindeki fonksiyona x ve y degiskenlerinin kuvvetlerine gore n
-inci dereceden polinom adi verilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

Tanim 5.2.32.

x ve y degiskenlerine gore n -inci dereceden polinom P, (x,y), m
-inci dereceden polinom Q,, (x,y) olmak iizere

Py (x,y)
R(x,y) = ——=
& 9) = 5 Gy
kesirine x ve y degiskenlerine gore iki degiskenli rasyonel fonksiyon
adr verilir. R(f (x),g (x)) ifadesine de f ve g fonksiyonlarinin
rasyonel fonksiyonu adi verilir. Ornegin;

sin® x + 2 cos x

R (sinx,cosx) = ———————— =
( ! ) cos? xsinx + 1

fonksiyonu sin x ve cos x fonksiyonlarinin rasyonel fonksiyonudur.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(1)
/ R (sinx, cos x) dx

tipindeki integral hesaplanirken

(1) Eger
R (—sinx, cosx) = —R (sinx, cos x)

ise bu durumda
t = cosx

degisken degistirmesi yapilr.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(ii) Eger
R (sinx, — cosx) = —R (sinx, cos x)

ise bu durumda
t =sinx

degisken degistirmesi yapilir.

(1ii) Eger
R (—sinx, —cosx) = R (sinx, cosx)
ise bu durumda
t =tanx

degisken degistirmesi yapilir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

sin x
ey dx
cos? x (sinx + cos x)

ifadesini hesaplayiniz.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

(IV) n € N olmak tizere
I (&) = /tan” x dx

tipindeki integralleri dikkate alalim.

n = 1 olsun. Bu durumda

L (x) = /tanx dx:/:lor;idx = —In|cosx|+C

dir.
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5.2. Belirsiz integral Alma Yontemleri

5.2.6. Trigonometrik ifadelerin integrallenmesi

n > 1 olsun. Bu durumda
/ tan" xdx = / tan” 2 x tan® xdx
= /tan"_Zx (14 tan®x — 1) dx
= / tan" 2 x (1 + tan® x) dx — / tan" 2 xdx

1
= 7 tan lx — /tan”_2 xdx

dir. Dolayisiyla

indirgeme formiilii elde edilir.
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