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Belirli integraller (GELEL integrali )



6.1. Temel Kavramlar

Tanim 6.1.1.

[a,b] araliginin

A=x0<x1 <X < ..<Xp1<b=2x,
ozelligini saglayan her

P = {XO,,Xl, 000y xnfll-xn}

sonlu alt kiimesine [a,b] araliginin bir pargcalanmasi denir.
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6.1. Temel Kavramlar

k=1,2,..,nicin

[Xk—1, %]
araliklarina [a,b] araliginin P pargalanmasina karsilik gelen kapali
alt araliklari,

(Xk-1,xx)

araliklarina da [a,b] araliginin P parcalanmasina karsilik gelen agik
alt araliklari adi verilir.
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6.1. Temel Kavramlar

Tanim 6.1.2.

[a,b] araliginin bir parcalanmasi

P = {x()/ X1y eeer xnflrxn}
olsun. k =1,2,...,n icin

Axp = xp — X1 >0

sayisina [xx_1, x| araliginin boyu adi verilir.
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6.1. Temel Kavramlar

Ax1, Axy, ..., Axy, sayilarinin en blyligline P pargalanmasinin
normu denir ve || P|| ile gosterilir. Yani,

IP|| = max{Axx : k=1,2,..,n}

dir.

Belirli integraller (Riemann integrali )



6.1. Temel Kavramlar

Eger ozel olarak
Ax1 = Axp = ... = Axy,

yanik=1,2,...,n icin
b—a

Axk =

ise P pargalanmasina [a,b] araliginin diizgiin pargalanmasi adi
verilir.
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6.1. Temel Kavramlar

Tanim 6.1.3.
n
2 ax
k=1
sembolu

a+ax+...+ay

toplamini belirtir. a; sayisi birinci terim, ap sayisi ikinci terim,...ve
a, sayisi n -inci terim olarak isimlendirilir. k degerleri 1 -den n -ye
kadar olan tamsayi degerlerini alir.
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6.1. Temel Kavramlar

(i)

Yo .k 1+24+3+4+5 15

Yo (k| (—)T1+ ()% 2+ (-1)°3 ] 2

y2 & T 2 7
k=1 k+1 T4 " 241
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6.1. Temel Kavramlar

(ii)) A € R olmak lizere sonlu toplamlar igin asagidaki

n

n n
Y (@ Fbh) = Y amTF) b
k=1 k=1 k=1
n n
Z (Aak) = A Z aj
k=1
i (A) = nA

cebir kurallan gerceklenir.
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6.1. Temel Kavramlar

(1ii) Ik 1 dogal sayinin toplami, ilk 1 dogal sayinin kareleri toplami
ve ilk n dogal sayinin kiipleri toplami icin asagidaki formiiller
gerceklenir:
i PR (n+1)

k=1 2

ikz _ n(n+1)(2n+1)

k=1 6

Fo - [

k=1 2
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6.2. Darboux Metodu

Tanim 6.2.1.

f = [a,b] — R simirli fonksiyon, [a,b] araliginin bir parcalanmasi
P = {x()/xl/---/ xn—llxn}
ve herbir k =1,2,...,n icin

my = inf{f(t) C Xk—1 <t< xk}
My = sup{f(t) : a1 <t <x}

olsun.
v
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6.2. Darboux Metodu

Buna gore;
n
A (f,P) = Z mkAxk
k=1

ifadesine f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen alt
Darboux toplami,

u (f/ P) = Z My Axy
k=1

ifadesine f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen st
Darboux toplami adi verilir.
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6.2. Darboux Metodu

Not 6.2.2.

(i) f : [a,b] — R sinirli fonksiyon oldugundan m ve M sayilari
mevcuttur.

(ii) Eger, f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ise bu durumda

My = f(t)
me = f(s)

olacak sekilde t, s; € [x¢_1,xx] sayilari mevcuttur.
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6.2. Darboux Metodu

[a,b] arahiginin keyfi parcalanmasi P olsun. Bu durumda her
k=1,...,nicin m < M oldugundan

A(f,P) <U(f,P)

gerceklenir.

Not 6.2.4.

f: [a,b] — R negatif olmayan stirekli fonksiyonu igin f
fonksiyonunun grafiginin altinda kalan alana dis dikdortgensel
yaklasimi U (f, P), i¢ dikdortgensel yaklasimi A (f,P) temsil eder.
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6.2. Darboux Metodu

Teorem 6.2.5.

f :[a,b] = R fonksiyon olmak iizere Vt € [a, b] igin

m<f(t)<M

olacak sekilde m, M € R sayilari mevcut olsun. Bu durumda [a, b]
araliginin keyfi P parcalanmasi icin

m(b—a)<A(f,P) < U(f,P) <M(b—a)

gerceklenir.
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6.2. Darboux Metodu

Sonug 6.2.6.

f:[a,b] = R sinirh fonksiyon olsun. Bu durumda

{U(f,P):P, [a,b] araliginin parcalanmasi }
kumesi ustten sinirli,
{A(f,P):P, [ab] araliginin parcalanmasi}

kumesi alttan sinirlidir.
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6.2. Darboux Metodu

Tanim 6.2.7.

f = [a,b] = R sinirli fonksiyon olsun.
b .
/ f(x)dx =inf{U(f,P): P, [a,b] araliginin parcalanmasi}
a
ifadesine [a, b] araliginda f fonksiyonunun ist Darboux integrali,
b
/ f(x)dx =sup{A(f,P): P, [a,b] araliginin parcalanmasi}
a

ifadesine [a, b] araliginda f fonksiyonunun alt Darboux integrali adi
verilir.
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6.2. Darboux Metodu

Not 6.2.8.

f:[a,b] — R sinirh fonksiyon olsun.

{U(f,P):P, [ab] araliginin parcalanmasi }

{A(f,P):P, [ab] araliginin parcalanmasi}

kiimeleri bos kiimeden farkli ve sinirli oldugundan dolay: f
fonsiyonunun alt Darboux integrali ve tist Darboux integrali daima
mevcuttur.
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6.2. Darboux Metodu

Lemma 6.2.9.

f :[a,b] = R sinirh fonksiyon, [a,b] araliginin bir parcalanmasi P
ve bir diger parcalanmasi P* dyle ki

P CP*
olsun. Bu durumda
A(f,P)<A(f,P") < U(f,P*) < U(f/P)

gerceklenir.
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6.2. Darboux Metodu

Teorem 6.2.10.

f i [a,b] — R fonksiyonu sinirli olsun. Bu durumda

[ Fedr< [ Faods

gerceklenir.

Belirli integraller (Riemann integrali )



6.2. Darboux Metodu

Not 6.2.11.

f :[a,b] = R fonksiyonu sinirli ise [a, b] araliginda f fonksiyonunun
alt Darboux integrali ve lst Darboux integrali her zaman
mevcuttur ve

[ redr< [ faods

gerceklenir. lleride gdrecegimiz iizere; fonksiyonlarin genis bir sinifi
vardir dyle ki bu sinifa ait olan fonksiyonlar icin

[ Fedr= [ fds

saglanir.
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6.2. Darboux Metodu

Tanim 6.2.12.

f :[a,b] = R fonksiyonu sinirl olsun.

/abf(x)dXZ/jf(x)dx

ise f fonksiyonuna [a, b] araliginda Riemann integrallenebilirdir ya
da integrallenebilirdir denir. Bu ortak deger

/abf(x)dx

ile gosterilir ve bu degere f fonksiyonunun [a, b] araliginda Riemann
integrali ya da integrali adi verilir.
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6.2. Darboux Metodu

[a,b] araliginda Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi
R [a, ] ile gosterilir. Ayrica, eger f € R [a,b] ise

[fwac=—[fax

olarak tanimlanir.
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6.2. Darboux Metodu

Not 6.2.13.

f :[a,b] = R fonksiyon olmak lizere Vt € [a,]] igin

m<f(t) <M

olacak sekilde m, M € R sayilari mevcut olsun. Teorem 6.2.5
dikkate alinirsa

m (b —a) g/ubf(x)dxg/ubf(x)dng(b—a)

gerceklenir.

Belirli integraller (Riemann integrali )



6.2. Darboux Metodu

Eger f € R [a,b] ise
m (b —a) §/abf(x)dx§M(b—a)

olarak yazilabilir.

Sonuc 6.2.14.
Vt € [a,b] igin f (f) > 0 ve f € R [a,b] olsun. Bu durumda

/abf(x)deO

dir.
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6.2. Darboux Metodu

f:[a,b] = R olmak iizere

f(X)={(l) e

olarak bilinen Dirichlet fonksiyonu [a,b] araliginda Riemann
integrallenebilir degildir. Gosteriniz.

Ornek 6.2.16.

f:10,1] = R olmak iizere

flx)=x

fonksiyonu [0, 1] araliginda Riemann integrallenebilir midir ?
Aciklayiniz.
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6.2. Darboux Metodu

Teorem 6.2.17. (Riemann Sarti)

f :[a,b] = R sinirh fonksiyon olsun. [a,b] araliginda f
fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter
sart her € > 0 sayisi i¢in [a,b] araliginin bir P parcalanmasi vardir
oyle ki

U(f,P)—A(f,P)<e (6.1)

gerceklenmesidir.
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6.2. Darboux Metodu

Not 6.2.18.

(6.1) ifadesini gergekleyen [a,b] araliginin bir pargalanmasi P
olsun. Bu durumda P C P~ olacak sekilde [a,b] araliginin her P*
parcalanmasi icin de

U(f,P)—A(f,P*) < e

gerceklenir.
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