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3. Turev

3.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi
Teorem 3.4.1.
f:lab] =R

fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve xo € [a,b] noktasinda
tiirevlenebilir olsun. Eger

g:f([ab]) =R
fonksiyonu f (xp) noktasinda tiirevlenebilir ise bu durumda
gof:[ab] = R
fonksiyonu da xq € [a, b] noktasinda tiirevlenebilir ve

(§0f) (x0) =& (f (x0))f" (x0) (3.3)

seklindedir.




3. Turev

3.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Not 3.4.2.
Teorem 3.4.1 -in kosullar saglansin. Bu durumda

z=g(y) ve y=f()
denilirse (3.3) ifadesi
de _ dzdy
dx  dydx
biciminde yazilabilir. Bu nedenle bileske fonksiyonun (3.4) seklinde
tirev alma kuralina zincir kurali denir.

(3.4)




3. Turev

3.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Bu kural daha karisik bileske fonksiyonlar icin de kullanilr.

Ornegin;
y=f(u@wx))
seklinde bileske fonksiyon verilirse ve gerekli tiirevlenebilme sartlari

saglanirsa
dy  dydudodw

dx — dudodw dx

olur.




3. Turev

3.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 3.4.3.

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.
(a) f (x) = sin (x?)

(b) f (x) = tan® (2x — 1)

(c) f (x) = sin* (cos (x +2))




3. Turev

3.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Teorem 3.5.1.

f:(a,b) = R olmak tizere y = f (x) fonksiyonu (a,b) araliginda
siirekli ve artan (veya azalan) olsun. Eger f fonksiyonu xo € (a,b)
noktasinda tiirevlenebilir ve f’ (xg) # 0 ise f fonksiyonunun

FU (F@) f(7)) =R
(veyaf™' i (F(07).f(a")) = R)

x = f~1 (y) ters fonksiyonu da vy = f (xp) noktasinda
turevlenebilirdir ve

() 60 = 7

seklindedir.




3. Turev

3.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 3.5.2.

f (x) = 23 + x esitligi ile tanimlanan f : R — R fonksiyonu icin

(F) @

ifadesini hesaplayiniz.




3. Turev

3.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 3.5.3.
(a) ly| <1 igin
(arcsiny)’ = L
1—y?

seklindedir.

(b) ly| < 1icin

(arccosy)’ = — L
1—y?

seklindedir.




3. Turev
3.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

(c) y € R igin
1
(arctany)’ = p
1+y
seklindedir.
(d) y € R icin
/

(arccoty)’ = T

seklindedir.




3. Turev

3.6. Ustel Fonksiyonun Tiirevi

a>0 (a#1) olmak iizere

fx)=a*

seklinde tanimlanan f : R — R fonksiyonunun tiirevini
arastiralim:




3. Turev

3.6. Ustel Fonksiyonun Tiirevi

_ x+h _ x
im @t —f(x) o e —at
h—0 h h—0 h
h_
= #lim? 1
h—0
= ad°lna

olup her x € R i¢in

bulunur.




3. Turev

3.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

a>0 (a#1) olmak iizere

f(x) = log, ||

seklinde tanimlanan f : R\ {0} — R fonksiyonunun tiirevini
arastiralim:




3. Turev

3.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

— 1 —1
e FEHR =) _ | Togy x| — logy |x]
h—0 h h—0 h
log, |1+ ’;’
=  lim —F——
h—0

_ lim(llogn\l+k\)
k—0
1
= = 11m (log,, 1 +k\k>

E l lim

I 1
X r—too (Og” i

hm
r—+

= l()ga

1
= 3 log, e

olup her x € R\ {0} icin
1
(1og, )’ = 1 tog, e

elde edilir.




3. Turev

3.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

Not 3.7.1.

Ozel olarak a = ¢ alinirsa her x € R\ {0} icin

(In|x])" =

olur.

Ornek 3.7.2

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini hesaplayiniz.
(a) y = f (x) = In (sinx)

(b) y =f (x) =log, (x* — 1)
(©y=f(x)=In(x+V@+22); (a#0)
(d) y = (x) = ()




3. Turev

3.8. Logaritmik Tiirev Alma

Teorem 3.8.1.
f:(ab) - R*

ve
g:(a,b) =R

fonksiyonlari xg € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir ise
f8:(a,b) > R"

fonksiyonu da xp € (a,b) noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(%) (x0) = If (x) {g/ (o) Inf (x0) 3 <x°>j;<(foo>) }

seklindedir.




3. Turev

3.8. Logaritmik Tiirev Alma

Ornek 3.8.2.

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.
(a) x > 0 olmak iizere

sin x
=X

y=yx)
(b) x € (0,1) olmak lizere

sinx

y =y (x) = (arcsinx) *




3. Turev

3.9. Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri

Hiperbolik fonksiyonlarin

. X _ ,—X —x
sinhx = & coshx = em’zie

__ sinhx __ coshx
tanhx = 0= cothx = S0

seklinde tanimlandigi bilinmektedir.




3. Turev

3.9. Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri

Buna gore
(i) Her x € R igin

(sinhx) = coshx
(ii) Her x € R icin

(coshx)" = sinhx ,

(iif) Her x € R igin

1
tanhx) = ———— |
( ) cosh? x
(iv) Her x € R\ {0} icin
1
cothx) = —
( ) sinh? x

seklindedir.

A EY



3. Turev

3.10. Parametrik Olarak Tanimlanan Fonksiyonlarin Tiirevi

Tanim 3.10.1.
y = f (x) fonksiyonunda x ve y degiskenleri ii¢lincii bir ¢
degiskeninin

t

x o= 9t
v 2o o reep =

fonksiyonlari yardimiyla veriliyorsa f fonksiyonu parametrik sekilde
verilmistir denir, burada t degiskenine parametre adi verilir.




3. Turev

3.10. Parametrik Olarak Tanimlanan Fonksiyonlarin Tiirevi

Teorem 3.10.2.

@ ve P fonksiyonlari fo € («, B) noktasinin bir U (tp) C R
komsulugunda tirevlenebilir olsun. Eger;

(i) ¢ (to) = T (to) #0,

(ii) ¢ fonksiyonunun xo = ¢ (o) noktasinin bir U (xg) C R
komsulugunda tanimli t = ¢~ (x) ters fonksiyonu varsa,

bu durumda (3.5) fonksiyonlari yardimiyla parametrik sekilde
verilen y = f (x) fonksiyonu xp = ¢ (o) noktasinda
tiirevlenebilirdir ve

/ _ 1/J (to)
P00 = 4

seklindedir.




3. Turev

3.10. Parametrik Olarak Tanimlanan Fonksiyonlarin Tiirevi

Ornek 3.10.3.

= t —sint
{; = ;((1—cost)) - te(02m)

parametrik denklemi ile verilen y = y (x) fonksiyonunun tiirevini
bulunuz.




3. Turev

3.11. Kapali Formda Verilen Fonksiyonlarin Tiirevi

Tanim 3.11.1.

x ile y = f (x) arasindaki iligki
F(x,y) =0

bicimindeki bir esitlik ile verilmisse f fonksiyonuna kapali formda
verilmis fonksiyon adi verilir.

Ornek 3.11.2.

| A

X2+ 2xy — y* = dx

kapali sekilde tanimlanan y = y (x) fonksiyonunun tiirevini
bulunuz.




3. Turev
3.12. Yiiksek Mertebeden Tiirevler

f:ab] - R

olmak tlizere y = f (x) fonksiyonu her x € [a,b] noktasinda
tiirevlenebiliyorsa bu durumda [, b] araliginda tanimli olan ve f
fonksiyonunun tiirev fonksiyonu denilen yeni bir

f :[a,b] > R

fonksiyonu meydana geldigi bilinmektedir.




3. Turev

3.12. Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Tanim 3.12.1.

f':[a,b] — R tiirev fonksiyonu [a, b] araliginda tiirevlenebiliyorsa
bu durumda

() : [a,b] = R
fonksiyonuna f fonksiyonunun 2 -inci mertebeden (basamaktan)
turevi adi verilir ve

2y &*f (x)

y" veya f’(x) veya T2 Ve o

sembollerinden biri ile gosterilmektedir.




3. Turev

3.12. Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Tanim 3.12.2.

f:lab] - R

olmak tizere y = f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda (n — 1) -inci
mertebeden tiirevlenebilir olsun.

=D [a,b] - R

fonksiyonu [a, b] araliginda tiirevlenebiliyorsa bu fonksiyonun
/
@Wﬂ:mmﬁm

tlirev fonksiyonuna f fonksiyonunun # -inci mertebeden tiirevi denir ve

d"f (x)

dxm

vy veya f(x) veya 4y veya
dx"

sembollerinden biri ile gosterilmektedir.




3. Turev
3.12. Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Ornek 3.12.3.

Asagidaki fonksiyonlarin n -inci mertebeden tiirevlerini bulunuz.
(a) « € R ve f: RT — R olmak izere f (x) = x*,

(b) f : R — R olmak lizere f (x) = sinx,
(c)a>0,a#1vef:R\{0} = R olmak iizere f (x) = log, |x| .

Ornek 3.12.4.
= 2t—#
y = 3t—#
parametrik denklemi ile tanimlanan y = f (x) fonksiyonunun 2 -inci
mertebeden tiirevini bulunuz.




3. Turev

3.13. Fonksiyonun Diferensiyeli

Tanim 3.13.1.

f :[a,b] = R fonksiyonu ve xy € [a,b] noktasi verilmis olsun.
xo +h € [a, b] olacak sekildeki her i # 0 igin

f(xo+h) —f (x0) = B(x0) 1+ ¢ (x0; 1)
esitligini saglayan
(1)
h— B (xo) h

lineer fonksiyonu (h degiskenine gore) var,
(if)

im 2001 _

h—0 h

kosulunu gergekleyen ¢ (xo; ) fonksiyonu var

(3.6)




3. Turev
3.13. Fonksiyonun Diferensiyeli

ise f fonksiyonu xg noktasinda diferensiyellenebilirdir denir. Bu

durumda
h— B (xo) h

fonksiyonuna f fonksiyonunun xp noktasindaki diferensiyeli adi
verilir ve df (xp), yani

(df (x0)) (h) = B (x0) 1t , (3.7)

biciminde gosterilir.




3. Turev

3.13. Fonksiyonun Diferensiyeli

Not 3.13.2.
xo € [a,b] icin (3.6) ifadesi dikkate alinirsa

olduguna gore (3.7) ifadesinden

(df (x0)) () = f" (x0) . (3.8)

olarak yazilabilir.




3. Turev
3.13. Fonksiyonun Diferensiyeli

Diger taraftan bu ifadede 6zel olarak f (x) = x segilirse f' (x) =1
olup

(dx) (h) =1h=h
ve dolayisiyla (3.8) ifadesi

(df (x0)) () = f" (xo) - (dx) ()

veya
df (xo) = f' (x0) dx
veya ;
f;;co) :f/ (x0)
seklini alir.

A EY



