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3. Turev
3.14. Tirevin Geometrik Anlami

f:[a,b] = R olmak iizere y = f (x) stirekli fonksiyonu ve
x,xo € (a,b) sayilari verilmis olsun. f fonksiyonunun G grafigi
uzerindeki

A (xo,f (x0)) ve B(xf(x))

noktalarindan gegen [C kirisini goz oniine alalim. B noktasi f
fonksiyonunun G grafigi lizerinde A noktasina yaklastiginda bu C

kirisinin limit durumuna A noktasinda G egrisinin tegeti adi
verilmektedir.




3. Turev
3.14. Tirevin Geometrik Anlami

Y

E




3. Turev
3.14. Tirevin Geometrik Anlami

Yukardaki sekilden gorildugi gibi
DAB = a (x0; x)

olmak lzere K kirisinin egimi

() —f ()

tan (a (xo; X)) pa——

biciminde olacaktir.
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3.14. Tirevin Geometrik Anlami

f fonksiyonu xp noktasinda tiirevlenebilir ise

/ _ 1z o)
' (x0) = lim tan (o (x0:))
olarak yazilabilir. Dolayisiyla f’ (xg) sayisi A noktasinda G egrisine
cizilen tegetin Ox -ekseniyle olusturdugu aginin tanjantidir. Buna
gore xo noktasinda tiirevlenebilir y = f (x) fonksiyonunun
A (xo,f (x0)) noktasinda teget denklemi

y = f (x0) +f' (x0) (x — x0)

seklinde olacaktir.
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Ornek 3.14.1.

y =f(x) = x>+ 2x> — 4x — 3 egrisine A (1, —4) noktasinda cizilen
teget denklemini bulunuz.




3. Turev

3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Teorem 3.15.1. (Fermat Teoremi)

Xo € (a,b) noktasi
f:ab] = R

fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi olsun. Eger f fonksiyonu
Xo noktasinda tirevlenebilir ise

f'(x0) =0

gerceklenir.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Not 3.15.2.

Fermat teoreminin geometrik yorumu soyledir:
xo € (a,b) noktasinda tiirevlenebilen

f:ab] - R

fonksiyonu xp noktasinda yerel ekstremuma sahip olsun. Bu
durumda A (xo,f (x0)) noktasinda y = f (x) fonksiyonunun
grafigine cizilen teget x eksenine paralel olur.
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3. Turev

3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Not 3.15.3.

Fermat teoreminin karsiti genel olarak dogru degildir. Ornegin;

fi[-22] >R

olmak iizere f (x) = x> fonksiyonu igin f' (0) = 0 olup fakat xg
noktasi f fonksiyonunun bir yerel ekstremum noktasi degildir.




3. Turev

3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Not 3.15.4.
Bir fonksiyonun bir noktada lokal ekstremuma sahip olmasi
fonksiyonun o noktada tiirevlenebilir olmasini gerektirmez.
Orneéin;

f:[-L,1] =R
olmak izere f (x) = |x| fonksiyonu igin xo = 0 yerel minimum
noktasidir ancak fonksiyon xg = 0 noktasinda tiirevli degildir.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Tanim 3.15.5.

f:(a,b) = R fonksiyonu xo € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir ve

f'(x) =0

ise xp noktasina f fonksiyonunun duraklama noktasi adi verilir.

| A

Tanim 3.15.6.

f:(a,b) = R fonksiyon ve xy € (a,b) olsun. Eger x noktasi f
fonksiyonunun duraklama noktasi ya da turevli olmadigi nokta ise
xo noktasina f fonksiyonunun kritik noktasi adi verilir.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Teorem 3.15.7. (Rolle Teoremi)

f :[a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda stirekli ve (a,b) araliginda
tirevlenebilir olsun. Eger,

f'(x) =0

olacak sekilde en az bir xo € (a,b) noktasi vardir.




3. Turev

3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Not 3.15.8.

Rolle teoreminin geometrik yorumu soyledir:

f:lab] - R

fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve

olsun. Bu durumda 6yle bir xg € (a,b) noktasi vardir dyle ki

(x0,f (x0)) noktasinda y = f (x) fonksiyonunun grafigine cizilen
teget x eksenine paraleldir.

Not 3.15.9.

Rolle teoreminin hipotezindeki kosullarin kaldirilamayacagi
gosterilebilir.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Not 3.15.10.

Rolle teoreminin cebirsel yorumu soyledir.
f:lab] — R

fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli, (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve
f(a) =f (b) =0 olsun. Bu durumda f fonksiyonunun iki sifir yeri
arasinda turev fonksiyonunun en az bir sifir yeri vardir.

S5x* —4x+1=0

denkleminin (0,1) araliginda bir kéke sahip oldugunu gosteriniz.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Teorem 3.15.12. (Ortalama Deger Teoremi)
f i [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda
turevlenebilir olsun. Bu durumda

(o) =F O @

olacak sekilde en az bir xo € (a,b) noktasi vardir.
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Not 3.15.13.

Ortalama deger teoreminin geometrik yorumu soyledir:
f:ab] =R

fonksiyonu [a,b] arali§inda siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda dyle bir xo € (a,b) noktasi vardir éyle ki

C (xo,f (x0))

noktasinda y = f (x) fonksiyonunun grafigine cizilen teget
A(a,f (a)) ve B(b,f (b)) noktalarindan gegen dogruya paraleldir.
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a xo b xr a xo X1 b x
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Ornek 3.15.14.
X1 < xp olacak sekilde x1,x, € R sayilari icin

arctan x, — arctanx; < xp — xq

oldugunu gosteriniz.

Sonug 3.15.15.

f = [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda
turevlenebilir olsun. Bu durumda

f)—f(a)=f (a+06(b—a)(b—a)

olacak sekilde en az bir 6 € (0,1) sayisi vardir.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Sonuc 3.15.16.

f :[a,b] = R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda
turevlenebilir olsun. Bu durumda x1 < x, olacak sekilde her
X1,X2 € [a,b] sayilari igin

f(xa) = f(x1) =f (21 +0(x2—x1)) (x2—x1)

olacak sekilde en az bir 6 € (0,1) sayisi vardir.
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Sonuc 3.15.17.

f:(a,b) = R fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilir olsun. Bu
durumda

(a) Her x € (a,b) igin

fi(x)=0

ise f fonksiyonu (a,b) araliginda sabit fonksiyondur.
(b) Her x € (a,b) icin

f(x)>0

ise f fonksiyonu (a,b) araliginda artan fonksiyondur.
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(c) Her x € (a,b) igin
fx)=0
ise f fonksiyonu (a,b) araliginda azalmayan fonksiyondur.
(d) Her x € (a,b) icin
f'(x) <o
ise f fonksiyonu (a,b) araliginda azalan fonksiyondur.
(e) Her x € (a,b) igin
f(x) <0

ise f fonksiyonu (a,b) araliginda artmayan fonksiyondur.
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3.15. Diferensiyel Hesabin Temel Teoremleri

Ornek 3.15.18.

f (x) = arccot x — arccos <

)

fonksiyonunun IR iizerinde sabit fonksiyon oldugunu gosteriniz.

.

Ornek 3.15.19.

f R — R olmak lizere

f(x)=23—-3x+2

fonksiyonunun monoton oldugu aralklari bulunuz.
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Teorem 3.15.20. (Cauchy Teoremi)

f,8:[a,b] — R fonksiyonlari [a,b] araliginda siirekli ve (a,b)
araliginda tirevlenebilir olsun. Bu durumda

[f (0) = (@)] 8" (x0) = [g (b) =g (a)]f" (x0)

olacak sekilde en az bir xo € (a,b) noktasi vardir.




