MATEMATIK |

Turev

Ankara Universitesi

13. Hafta



3. Turev
3.16. Ekstremumlarin Varlik Kosullari

Fermat teoremi goz ontine alindiginda asagidaki onermenin dogru
oldugu soylenebilir.

Onerme 3.16.1.

I C R agik aralik, f : I — R fonksiyon ve x¢ € I olsun. x
noktasinin f fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi olmasi icin
gerekli kosul xg noktasinin f fonksiyonunun kritik noktasi olmasidir.
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Not 3.16.2.

xo noktasinin f : I — R fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi
olmasi icin Onerme 4.16.1 -deki kosul gereklidir ancak yeterli
degildir. Orneéin;

(1) f : R — R olmak iizere f (x) = x> olsun. Bu durumda
f'(0) = 0 olup xo = 0 noktasi f fonksiyonunun kritik noktasidir.
Ancak xp = 0 noktasi f fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi
degildir.
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(2) f: R\ {0} — R olmak iizere

fe={ 0 320

; x<0

olsun. Buna gore xo = 0 noktasinda f fonksiyonu tiirevli olmayip,
xo = 0 noktasi f fonksiyonunun kritik noktasidir. Ancak xg =0
noktasi f fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi degildir.

Uyari 3.16.3.

Yukardaki ifadelerden goriildiigii gibi fonksiyonun yerel ekstremum
degerlerini kritik noktalardaki degerleri arasinda aramak gerekir.
Fonksiyonun kritik noktalarinin hangisinin yerel ekstremum noktasi
oldugunu asagidaki teorem belirtmektedir.
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Teorem 3.16.4.

I C R agik aralik, f : I — R fonksiyon ve xo € I olmak lizere

(i) xp noktasi f fonksiyonunun kritik noktasi,

(ii) f fonksiyonu I araliginda siirekli ve I\ {xo} kiimesinde tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda
(1)
Her x € IN (xo — 6,x0) igin f' (x) >0
Her x € IN (xp,x0 + ) icin f' (x) <0
olacak sekilde & > 0 sayisi varsa xp noktasi f fonksiyonunun yerel
maksimum noktasidir.
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(2)
Her x € IN (xo — 6,x0) igin f' (x) <0
Her x € IN (xp,xp 4+ J) igin f' (x) >0

olacak sekilde 6 > 0 sayisi varsa xo noktasi f fonksiyonunun yerel
minimum noktasidir.

(3)

Her x € IN[(xo — &,x0+6) \ {x0}] i¢in f' (x) >0
ya da
Her x € IN[(xo —&,x0+6) \ {x0}] i¢in f' (x) <O

olacak sekilde 6 > 0 sayisi varsa xo noktasi f fonksiyonunun yerel
ekstremum noktasi degildir.

Tiirev
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Not 3.16.5.

Teorem 3.16.4 ifadesinden gorildigu gibi kritik noktadan gegiste tiirev
isareti negatiften (pozitiften) pozitife (negatife) degisiyorsa bu durumda
bu nokta f fonkiyonunun yerel minimum (maksimum) noktasidir. Eger
kritik noktadan gegiste tiirev isaretini degistirmiyorsa bu nokta f
fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi degildir.

Ornek 3.16.6.

f:R — R olmak tizere

fE=3-

fonksiyonu icin yerel ekstremum noktalarini ve degerlerini bulunuz.
Ayrica, f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar belirleyiniz.
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Teorem 3.16.7.

I C R acik aralik, f : I = IR fonksiyon ve xy € I olsun. Ayrica; f
fonksiyonu I araliginda turevlenebilir,

f'(x) =0

ve f fonksiyonunun xy noktasindaki ikinci mertebeden tiirevi

f" (xo)

mevcut olsun.

(i) Eger

f" (%) >0
ise bu durumda xg noktasi f fonksiyonunun yerel minimum noktasidir.
(ii) Eger

f” (XO) <0

ise bu durumda xg noktasi f fonksiyonunun yerel maksimum noktasidir.
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Ornek 3.16.8
y = \/x egrisinin
9
Bl Z
()
noktasina en yakin olan noktasini bulunuz.

Not 3.16.9.

Bilinmektedir ki bir fonksiyon mutlak maksimum ve mutlak
minimum degere sahip olmak zorunda degildir. Ancak, mutlak
ekstremumun varligini garanti eden iki onemli durum vardir:

Tirev
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(1) DURUM

f:lab] =R

fonksiyonu stirekli olsun. Bu durumda Teorem 2.3.6 dikkate alinirsa
bu f fonksiyonu bir mutlak maksimuma ve mutlak minimuma
sahiptir. Teorem 2.3.6 mutlak ekstremumlarin varligi ile ilgili olup
uygulamada bu degerlerin nasil bulunabilecegi hakkinda bir bilgi
vermemektedir. Bu nedenle bir mutlak ekstremum degerin ayni
zamanda yerel ekstremum deger olmasi gerceginden hareketle bir
inceleme yapilacaktir.
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Yani,

"f fonksiyonunun [a,b] araligindaki yerel ekstremum degerleri nelerdir?”

sorusuna cevap aranmalidir. Onerme 3.16.1 g6z 6niine alinirsa
(a,b) arahiginda f fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi f
fonksiyonunun kritik noktasi olmak zorundadir. Yerel ekstremum
nokta i¢in diger olasilik sadece [a,b] araliginin bitim noktalaridir.




3. Turev
3.16. Ekstremumlarin Varlik Kosullari

Dolayisiyla
f:ab] - R

suirekli fonksiyonunun mutlak ekstremum degerlerini bulmak icin
(1) f fonksiyonunun (a,b) araliginda kritik noktalari tespit edilip bu
kritik noktalarda f fonksiyonunun degerleri bulunur,

(ii) f fonksiyonunun x = a ve x = b noktalarindaki degerleri
bulunur

ve bulunan bu degerler karsilastirildiginda bu degerlerin en
biiyiigiine f fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak maksimum
degeri, en kiigiigiine f fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak
minimum degeri denir.
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I C R agik aralik ve f : I — R siirekli fonksiyon olmasi halinde
fonksiyonun mutlak ekstremum degerini bulma problemi bir diger
durumdur. Bunun icin asagidaki teoremi ifade edelim:

Teorem 3.16.10.

I C R agik aralik ve f : I — R siirekli fonksiyon, xo € I ve f
fonksiyonunun yalniz bir kritik noktasi xy olsun. Bu durumda

(i) Eger x¢ noktasi yerel maksimum noktasi ise xp noktasi mutlak
maksimum noktasidir.

(ii) Eger xop noktasi yerel minimum noktasi ise xp noktasi mutlak
minimum noktasidir.
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Ornek 3.16.11.
f:[-4,4 >R

olmak uzere
f(x)=x+3%—-9x+5

seklinde tanimlanan f fonksiyonunun mutlak maksimum ve mutlak
minimum degerlerini bulunuz.
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Tanim 3.17.1.

(a,b) C R arahigi ve
f:(ab) - R

fonksiyonu verilmis olsun.
(1) Her x1,x2 € (a,b) ve her A € [0,1] igin

fAx+ (1= A)x) <Af (1) + (1= A)f (x2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu (a,b) araliginda konvekstir
denir.
(ii) Her x1,x2 € (a,b) ve her A € [0,1] igin

fAx1+ (1= A)x2) > Af (x1) + (1 — A) f (x2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu (a,b) araliginda konkavdir denir.
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fi(ab) =R

fonksiyonu (a,b) araliginda konveks (konkav) ise
x1 < X2

olacak sekilde her x1,x, € (a,b) igin f fonksiyonunun [x1, x2]
araligindaki grafigi, y = f (x) egrisi lizerindeki A (x1,f (x1)) ve

B (x2,f (x2)) noktalarini birlestiren AB dogru pargasinin altindadir
(Ustlindedir).




3. Turev

3.17. Fonksiyonlarin Konvekslik ve Konkavlik Kosullari

Ornek 3.17.3.

f:(—1,1) — R olmak iizere

flx)=x

seklinde tanimli f fonksiyonunun (—1,1) araliginda konveks
oldugunu gosteriniz.
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Teorem 3.17.4.
(a,b) C R araliginda tiirevlenebilir f : (a,b) — R fonksiyonunun (a, b)
araliginda konveks fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart

f':(a,b) - R

turev fonksiyonunun (a,b) araliginda azalmayan fonksiyon olmasidir.

(a,b) C R araliginda 2 -inci mertebeden tiirevlenebilir f : (a,b) — R
fonksiyonunun (a,b) araliginda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

x € (a,b) igin

f'(x) =0

olmasidir.
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Teorem 3.17.6.
(a,b) C R araliginda tiirevlenebilir f : (a,b) — R fonksiyonunun (a, b)
araliginda konkav fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart

f':(a,b) - R

turev fonksiyonunun (a,b) araliginda artmayan fonksiyon olmasidir.

(a,b) C R araliginda 2 -inci mertebeden tiirevlenebilir f : (a,b) — R
fonksiyonunun (a,b) araliginda konkav olmasi icin gerek ve yeter sart her

x € (a,b) igin

f'(x) <0

olmasidir.
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Tanim 3.17.8.

Xp € R olmak tizere bir Uy (xp) C R komsulugunda tanimli ve
tiirevlenebilir

f:Us(x9) = R
fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonu
(xp — 6, x0)
araliginda konveks (veya konkav),
(x0,x0 + 9)

araliginda konkav (veya konveks) ise x = x( noktasina f fonksiyonunun
biikiim noktasi denir. Bir baska deyisle; f fonksiyonunun konvekslikten
konkavliga veya konkavliktan konvekslige gectigi noktaya f fonksiyonunun
biikiim noktasi adi verilir.
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Ornek 3.17.9.

f R — R olmak lizere
fx)=a*—6x24+12

seklinde taniml f fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu
araliklari bulunuz. Bukium noktalarini belirtiniz.




