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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Tanim 5.1.1.

Tanim kiimesi IN dogal sayilar kiimesi olan her f fonksiyonuna dizi
adi verilir. O halde bir dizi

f:N—=X
seklinde bir doniisiim olarak diistiniilebilir ve her n € IN icin

f:N— X
n = x,=f(n)eX
olarak yazilabilir. x, € X elemanina dizinin genel terimi (veya n
-inci terimi) adi verilir ve bu dizi kisaca (x,) ile gosterilir. X C R
olmasi durumunda (x,,) dizisine reel sayi dizisi adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Tanim 5.1.2.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Her n € IN igin
X, <b

olacak sekilde b € R sayisi varsa (x,) dizisi iistten sinirhdir denir. b
sayisina da (x;,) dizisinin bir ist siniri denir.
(b) Her n € IN igin

a < xy

olacak sekilde a € R sayisi varsa (x,) dizisi alttan sinirlidir denir. a
sayisina da (xy,) dizisinin bir alt siniri denir.
(c) Her n € N igin

a<x,<b

olacak sekilde a,b € R sayilari varsa (x,,) dizisi simirhdir denir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Ornek 5.1.3.

(a) (x4) = (n) dizisi i¢in 0 < x, oldugundan (x,) dizisi alttan
sinirlidir. Ancak lstten sinirl degildir.
(b) (xn) = (52) dizisi ve her n € N igin

n
= —_— 1
0<x, n+1<

oldugundan (x,) dizisi sinirli bir dizidir.
(¢) (xn) = ((—1)") dizisi ve her n € N icin

~1<x = (-1)" <1

oldugundan (x,) dizisi sinirli bir dizidir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Tanim 5.1.4.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Her n € N
Xn < Xp41
ise (x,) dizisine artan dizi denir.
(b) Hern € N
Xn S Xn+1

ise (xy) dizisine azalmayan dizi denir.
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5. Diziler ve Seriler

5.1. Diziler

(c) Herm € N
Xn+1 < Xy

ise (x,) dizisine azalan dizi denir.
(d) Her n € N
Xnt+1 < X

ise (xy,) dizisine artmayan dizi denir.

(x4) reel sayi dizisi yukarida belirtilen tipteki dizilerden biri ise (x,)
dizisine monoton dizi adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Ornek 5.1.6.

() = (niS)

dizisi azalandir. Gosteriniz.

dizisi azalandir. Gosteriniz.
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5. Diziler ve Seriler

5.1. Diziler

Tanim 5.1.8.

(x,) reel sayi dizisi ve a € R olsun. Keyfi € > 0 sayisi i¢in en az bir
ng = np (€) € N sayisi var dyle ki n > ng kosulunu saglayan her
n € IN sayisi icin
|x, —a| <e€
saglaniyor ise (x,) dizisi a sayisina yakinsaktir denir ve

limx,=a veya x,—a (n€N)
n—oo

biciminde gosterilir. Yakinsak olmayan diziye iraksak dizi denir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Ornek 5.1.9.

n—oo 1

oldugunu gosteriniz.

Ornek 5.1.10.

X, = (=1)"

genel terimine sahip (x,) dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

Teorem 5.1.11.

R reel sayilar icinde yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir.
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5. Diziler ve Seriler

5.1. Diziler

Teorem 5.1.12.
R reel sayilar icinde yakinsak her dizi sinirhdir.

Not 5.1.13.
Teorem 5.1.12 de ifade edilen onermenin karsiti dogru degildir.

Gercekten
(xn) = ((=1)")

dizisini dikkate alalim. Her n € IN icin

| = [(=1)"] =1

oldugundan (x;) dizisi simirlhidir. Ancak bu (x,) dizisi yakinsak
degildir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Tanim 5.1.14.

(x,) reel sayi dizisi olsun.
(a) Eger her M € R sayisi igin en az bir np € IN sayisi var dyle ki
n > ng kosulunu saglayan her n € IN icin

Xp > M
esitsizligi gercekleniyorsa (x,,) dizisinin limiti 400 dur denir ve

lim x, = +c0 veya x, = +oco (n€N)

n—00

seklinde gosterilir.
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5. Diziler ve Seriler

5.1. Diziler

(b) Eger her M € R sayisi icin en az bir 1y € IN sayisi var dyle ki
n > ng kosulunu saglayan her n € IN icin

X, <M
esitsizligi gercekleniyorsa (x,,) dizisinin limiti —oo dur denir ve

lim x, = —c0  veya x, —» —oco (n € N)
n— 00

seklinde gosterilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Tanim 5.1.15.

(x4) ve (yu) reel sayi dizisi olsun.

(Xn +yn), (Xn—Yn), (Xn-Yn)
ve her n € IN igin y,, # 0 oldugunda

(&)

Yn

dizilerine sirasiyla (x,) ve (y,) dizilerinin toplami, farki, carpimi ve
bolimu denir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.16.

(x1), (yn) reel sayi dizileri yakinsak ve

lim x, =a, lim y, =b
n—oo n—oo

olsun. Bu durumda

(1) (xn + yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x, +y,) =a+b

n—o0

dir.
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5. Diziler ve Seriler

5.1. Diziler

(ii) (x4 — yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x, —y,) =a—"b

n—o0

dir.
(iii) (xy - yn) dizisi de yakinsak olup

lim (x, - yn) = ab

n—00

dir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Not 5.1.17.

Teorem 5.1.16 da ifade edilen onermelerin karsiti dogru degildir.
Gergekten

() = (1)) ve () = ((-1)"")
dizilerini dikkate alalim. Bu durumda her n € IN igin
Xotyn = (=1)"+ (_1)n_1 =0
Xyoyp = (1. (-1D)"'=-1

olup (xn +yn) ve (xy - yn) dizileri yakinsaktir ancak (x,) ve (yn)
dizileri yakinsak degildir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.18.

(x1), (yn) reel sayi dizileri yakinsak ve her n € IN igin y,, # 0
olsun. Eger

limx, =a, limy,=b (b#0)

n—00 n—o00

ise bu durumda
. Xy, a
Iim — = —
n—oo ]/n

dir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Not 5.1.19.
Teorem 5.1.18 de ifade edilen onermenin karsiti dogru degildir.
Gercekten

() = (<17 ve () = ((-D")
dizilerini dikkate alalim. Bu durumda her n € IN icin

w_ (=D
]/n (_1)11—1 1

olup (%) dizisi yakinsaktir ancak (x,) ve (y,) dizileri yakinsak
degildir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Ornek 5.1.20.

Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

. n . n
(@) fim = (b) lim,

. 4—7n® ) n+3
(c) nlgrc}o n®+3 (d) r}g{}on2+5n+6

Ornek 5.1.21.

124224 L 4n?
= —~

n

genel terimli (x,) dizisinin limitini bulunuz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.22.

(1), (yn) ve (z,) reel sayi dizileri olmak tlizere her n > ny igin

Xn < Zy <Yy

olsun. Eger
lim x, = limy, =a
n—o0 n—o0

ise bu durumda

lim z, =a
n—oo

dir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

1 .
Xy = —sin (n* +3)

genel terimi ile verilen (x,) dizisinin yakinsaklik durumunu
inceleyiniz.

Ornek 5.1.24.

genel terimine sahip (x;) dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.25.

lim |x,| =0

n—oo
ise
Iim x, =0
n—oo
saglanir.

| \

Ornek 5.1.26.
n
lim D0
n—s00 n

ifadesini hesaplayiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.27.

(x4) reel sayi dizisi ve f fonksiyonu her x,, noktasinda tanimli
olsun. Eger
Xn — 4

ve f fonksiyonu a noktasinda siirekli bir fonksiyon ise bu durumda

f(xn) = £ (a)

saglanir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Ornek 5.1.28.

oldugunu gosteriniz.

Ornek 5.1.29.

oldugunu gosteriniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.30.

ny € IN olmak tizere x > ng kosulunu saglayan her x icin f
fonksiyonu tanimli ve n > ng olacak sekildeki her n € IN icin

Xn = f (n)
olarak tanimli reel sayi dizisi (x;) olsun. Eger

Jim () =
ise bu durumda

im x, = a
n—oo

gerceklenir.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

@ M @) e (@) T <”+1)n

n—oco 11 n—oo 51 n—00

g =T

genel terimine sahip (x,) dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Not 5.1.33.

(xy) = (r") dizisi =1 < r <1 i¢in yakinsaktir ve

limr”:{o ; —l<r<1

n—00 5 r=1

—_

gerceklenir. r sayisinin diger degerleri igin (x,) = (") dizisi
iraksaktir.

Ornek 5.1.34.

lim /n=1

n—oo

oldugunu gosteriniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.1. Diziler

Teorem 5.1.35.

(x,) reel sayi dizisi olsun.

(i) (xn) dizisi monoton artan ve istten sinirl dizi ise bu durumda
(x,) dizisi yakinsaktir.

(ii) (xy) dizisi monoton azalan ve alttan sinirl dizi ise bu durumda
(x,) dizisi yakinsaktir.

Ornek 5.1.36.
211
.Xn = —
n!

genel terimine sahip (x,) dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
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