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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.1.

(ax) reel sayi dizisi olmak tizere

ap +ay + ... +a, + Zak

semboliine sonsuz toplam ya da seri adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler
Mm,ay, ..., y, ... sayllarina serinin terimleri adi verilir.
[ee]
Y a
k=1

serisinin kismi toplamlari

s1= | m (1. Kismi Toplam)
S = |a;+ap (2. Kismi Toplam)
s3= | a1 +ay+as (3. Kismi Toplam)

Sp=| a1 +ax+as+..+a, | (n. Kismi Toplam)

olarak tanimlansin.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.2.

(ax) reel sayi dizisi icin

n
Sn=)_ ax
k=1
olmak iizere (s,) dizisine
(e e]
Y ax
k=1

serisinin kismi toplamlar dizisi adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Tanim 5.2.3.

(ax) reel sayi dizisi olmak iizere
(e 9]
), %
k=1

serisi ve bu serinin kismi toplamlar dizisi (s,) olsun. Eger (s,)
dizisi yakinsak, yani

lims, =s € R,
n—oo

ise bu durumda
o0
Y ax
k=1

serisi yakinsaktir denir
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

ve

m+a+..+a,+..=s yada Zak:s
k=1

olarak yazilir. Eger (s,) dizisi iraksak ise

)
2%
k=1

serisi iraksaktir denir.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Ornek 5.2.4. (Geometrik Seri)

|r| < 1 olmak lizere

oldugunu gosteriniz.

Sonug¢ 5.2.5.

Yukaridaki ornek goz oniine alindiginda geometrik seriler igin
asagidaki

irkil Yakinsak ; |r] <1
= Iraksak ; |r| >1

ifade yazilabilir.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Ornek 5.2.6.

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz. Yakinsak ise serilerin
yakinsadigi degeri (serilerin toplamini) bulunuz.

SN CD ) =S O EVre

k=0

> (t- )

k=1

serisinin karakterini inceleyiniz. Yakinsak ise serinin yakinsadigi
degeri (serinin toplamini) bulunuz.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.8.
Z In <1 == 1>
k=1 k

serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

Teorem 5.2.9.

(ax) reel sayi dizisi olmak lizere

ee]

Z ay serisi yakinsak => lim a, = 0
=1 k— 00

dir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Sonug 5.2.10. (Iraksaklk Kriteri)

lim aj
k—o0

mevcut degil ya da
lim aj 75 0
k— o0

ise

o0
Y ax
k=1

serisi iraksaktir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

serisinin karakterini inceleyiniz.

0o k2

=2k + k41

serisinin karakterini inceleyiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.13.
Her k € N i¢in a; > 0 olsun.

o0
Y ax
k=1

serisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart bu serinin (s,)
kismi toplamlar dizisinin tstten sinirli olmasidir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.14. (integral Testi)

f:[1,4+00) — (0,00) fonksiyonu [1, +-00) araliginda siirekli, azalan
ve pozitif bir fonksiyon olmak iizere

g :f(k)
olsun. Bu durumda -
Y ax
k=1

serisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

+oo
/ f(x)dx
1

integralinin yakinsak olmasidir.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Ornek 5.2.15.

® € R olmak uzere

il —+i+1+ +i+
el A C 3¢

serisinin & > 1 icin yakinsak, &« < 1 icin iraksak oldugunu
gosteriniz.

Sonug 5.2.16. (Harmonik Seri)

Ornek 5.2.15 dikkate alinirsa

il"’ Yakinsak ; a > 1
= k~ Iraksak ; a <1

7

oldugu sonucu elde edilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Not 5.2.17.
Teorem 5.2.9 da verilen 6nermenin karsiti dogru degildir. Yani; eger

lim ap = 0
k—o0

ise

o0
Y ax
k=1

serisi yakinsak olmayabilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornegin;
lim — =0
k—oo k
olmasina ragmen
oo
y!
k=1 k
serisi 1raksaktir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.18.

(ax) reel sayi dizisi olmak lizere

[ee]
K, := Z Ay = Ay4+1 + A2 + ...
k=n+1

ifadesine
o0
Y ax
k=1

serisinin kalan terimi denir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.19.
(ax) reel sayi dizisi olmak lizere

)
PR
k=1

serisi yakinsak olsun. Bu durumda bu serinin kalan teriminin limiti

sifirdir, yani
Iim K, =0

n—o0

dir.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Teorem 5.2.20.
Z aj ve Z bk
k=1 k=1

serileri yakinsak olsun. Bu durumda

(i)

[oe] [ee]

Yo (a+by) ve ) (@ —b)

k=1 k=1
serileri de yakinsaktir ve

(o]

Y (o F i) = Zak:FZbk

k=1

gerceklenir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

(ii) A € R olmak tizere
(0]
2 )\ﬂk
k=1

serisi de yakinsaktir ve

[ee]

oo
Z /\ak =A ay
k=1 k=1

gerceklenir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.21.

Her k € IN i¢in a; > 0 olsun.

o0
Y
k=1

serisine negatif olmayan terimli seri adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.22. (Karsilastirma Testi)
Vk € IN icin ap > 0, by > 0 olmak lizere

[e0] [o0]
Z aj ve Z bk
k=1 k=1

serilerini dikkate alalim. kg € IN ve Vk > ky icin

a < Abg

olacak sekilde A > 0 sayisi mevcut olsun. Bu durumda

(i) X by serisi yakinsak ise Y aj serisi de yakinsaktir.

k=1 k=1
.o o .. . O .
(ii) Y ay serisi iraksak ise Y by serisi de iraksaktir.
k=1 k=1
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.23. (Harmonik Seri)
0 < a <1 olmak lzere

© 1
LE

serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.24.

(0]

Z cos? k
= k(k+1)

serisinin karakterini inceleyiniz.
Ornek 5.2.25.

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz.

® gin?k ad 5 © Ink
(@) k:zl o (0) k;zk2+4k+3 () k;T
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.26. (Limit Testi)
Vk € N icin a; > 0 olmak lizere

o0
Y ax
k=1

serisi verilsin ve
lim k*ay = L
k— o0

olsun.

(i) 0<L<+4ocovea>1 = Y a serisi yakinsaktir.
k=1

(i) L>0vea<1 =—> ) ai serisi iraksaktir.
k=1
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.27.
i Ink
=1 Vk+1

serisinin karakterini inceleyiniz.

Ornek 5.2.28.

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz.

. 2k+1 =
2k-°'—+2k+1 (b) Z

—_
3
—_
+
=
=}
»
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.29. (D'Alembert Oran Testi)
Vk € N igin a > 0 olmak tizere

k=1
serisini dikkate alalim.
a
lm k-+1 _
k—oo  dy

olsun.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Bu durumda

. o0
(1) r<l ise Y ay serisi yakinsaktir.

) ko:ol
(i) r>1 ise Y. ay serisi iraksaktir.

e k:1 €9
(1if) r=1 ise stipheli durum vardir, yani Y a;

k=1

serisinin  yakinsak ya da iraksak olmasi uzerine kesin
birsey soylenemez.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.30.
ki

L

serisinin karakterini inceleyiniz.

Ornek 5.2.31.

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz.

> k45 >, (2k)!
(@) L~ (®) k;k!-k!

k=1
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.32. (Cauchy Kok Testi)

Vk € N icin a; > 0 olmak lizere
D o
k=1

serisini dikkate alalim.
lim a, = r
k—o00

olsun. Bu durumda

[ee]

(i) r<1 ise a serisi yakinsaktir.
.o kt;l
(ii) r>1 ise Y ai serisi iraksaktir.
k=1

(iii) r=1 ise siipheli durum vardir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Not 5.2.33.
serisi icin
lim k+1 _
k—oo A
oldugunda
lim a, = r
k—oc0
saglanir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

O halde .
lim &+ — 1

k—oo A

olmasi durumunda

lim /a; =1

k—o0

olacagindan D'Alembert oran testinde seri icin suipheli durum
cikdigi takdirde Cauchy kok testinin uygulanmasi faydasizdir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.34.

()

k=1

serisinin karakterini inceleyiniz.

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz.

O o ¥ ()
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.36.

Terimlerinin isareti ardisik olarak degisen serilere alterne seri adi
verilir.

Asagidaki seriler

k=1 k
1 2 3 4 5 6 & 4k
3t3Tats ety T LV e

alterne serilere ornek olarak verilebilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.37. (Leibniz Testi)

Y (1) b =by — by + by — byt ...
k=1
serisi icin
(i) VkeNigin 0 <bryq <y
(i) klim by=0
—00

ise bu durumda -
Y. (—1)* 'y
k=1

serisi yakinsaktir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.38.

serisinin karakterini inceleyiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Tanim 5.2.39.
(ax) reel sayi dizisi olmak lizere

[ee]

Y laxl
k=1
serisi yakinsak ise

)
)%
k=1

serisine mutlak yakinsak seri adi verilir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.40.

(_1)k71

oo

serisinin mutlak yakinsak olup olmadigini arastiriniz.
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5. Diziler ve Seriler

5.2. Seriler

Tanim 5.2.41.

(ax) reel sayi dizisi olmak lizere
(e 9]
) %
k=1

serisi yakinsak fakat
(o]

Y ]

k=1
serisi Iraksak ise

)
2%
k=1

serisine sarth yakinsaktir denir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.42.

(-1

Lo

serisinin sartli yakinsak olup olmadigini arastiriniz.

Teorem 5.2.43.

(o]

Y o]

k=1
serisi yakinsak ise

o0
Y ax
k=1

serisi de yakinsaktir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.44.

serisinin karakterini inceleyiniz.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.45. (D'Alembert Oran Testi)
Vk € N icin a; € R\ {0} olmak iizere

[ee)
Y o
k=1

serisini dikkate alalim.
lim |ak+1| _
k—o0 |ak|

olsun. Bu durumda
i o
(i) r<1 ise Y ay serisi yakinsaktir.
k=1

o

(i) r>1 lise Y ay serisi iraksaktir.
k=1

(iii) r=1 ise sipheli durum vardir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Teorem 5.2.46. (Cauchy Kok Testi)
Vk € IN icin a; € R olmak tizere

[ee]
Y ax
k=1
serisini dikkate alalim.
lim {/|ax| =7
k—o0
olsun. Bu durumda

(0.9)

(i) r<1 ise ay serisi yakinsaktir.
k=1

(0]
(i) r>1 ise Y a serisi iraksaktir.
kf

=il
(iii) r=1 ise siipheli durum vardir.
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5. Diziler ve Seriler
5.2. Seriler

Ornek 5.2.47.

serisinin karakterini inceleyiniz.
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