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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.1. Kuvvet Serisi

Tanim 6.1.1.

ick(x—u)k:co—l—cl(x—a)+c2(x—a)2+03(x—a)3—|—...

k=0
(6.1)
biciminde yazilan serilere kuvvet serisi adi verilir, burada x degisken
olup ¢ sabitleri serinin katsayilaridir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.2.

Sabitlenmis herbir x degeri icin bir kuvvet serisinin bir say serisi
oldugu aciktir. Dolayisiyla daha once verilen kriterler kullanilarak
sabitlenmis herbir x degeri icin bu kuvvet serisinin yakinsakligi ya
da iraksakligi test edilebilir. Bir kuvvet serisi bazi x degerleri icin
yakinsak ve bazi x degerleri i¢in iraksak olabilir. Ancak, herhangi
bir kuvvet serisinin en az bir x degeri icin yakinsak oldugu
bilinmektedir. Gergekten, (6.1) ifadesinde x = a alinirsa k > 1 igin
terimlerin sifir oldugu goriilmektedir. Bu nedenle bir kuvvet serisi
X = a i¢in yakinsaktir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Ornek 6.1.3.

F=1+x+22+2°3+...
k=0

geometrik serisi |x| < 1 icin

1
1—x

fonksiyonuna yakinsar. Yukarida belirtilen seri |x| > 1 igin
iraksaktir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.4.

Bir kuvvet serisinin toplami, tanim kiimesi serinin yakinsak oldugu
x noktalarinin olusturdugu kiime olan bir f fonksiyonu

F) =Y 6 (x—a)f
k=0

tanimladigina dikkat edilmelidir.

Ornek 6.1.5.
5 x
= k!

serisi x degiskeninin hangi degerleri icin yakinsaktir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Ornek 6.1.6.

i Kt (x — 5)"
k=0

serisi x degiskeninin hangi degerleri icin yakinsaktir.

Ornek 6.1.7.

i (_1)kxk
3

serisi x degiskeninin hangi degerleri icin yakinsaktir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.8.

Yukaridaki orneklerde bir kuvvet serisinin hangi durumlarda
yakinsak oldugu goriilmektedir. Ornek 6.1.5 de verilen kuvvet serisi
her yerde yakinsaktir. Ornek 6.1.6 da verilen kuvvet serisi sadece
bir noktada yakinsaktir. Son olarak, Ornek 6.1.7 de verilen kuvvet
serisi sonlu bir aralikta yakinsaktir. Asagidaki teorem bu ug¢
durumdan baska bir durumun olamayacagini ifade etmektedir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.1. Kuvvet Serisi

Teorem 6.1.9.
Z cx (x — a)k
k=0

kuvvet serisi icin asagidaki lic durum vardir:

(i) Kuvvet serisi sadece x = a noktasinda yakinsaktir.
(i) Kuvvet serisi her x noktasinda yakinsaktir.

(iif) R > 0 sayisi vardir dyle ki

|x —a] <R

icin seri yakinsak,
|x —al >R

icin seri iraksaktir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.10.

(iii) durumunda verilen R sabitine yakinsaklik yarigapi denir.
Kuvvet serisi x degiskeninin tiim degerleri icin yakinsak ise
yakinsaklik yaricapi sonsuz (R = o0) olarak ifade edilecektir.
Kuvvet serisi sadece x = a noktasinda yakinsak ise yakinsaklik
yaricapi sifir (R = 0) olarak ifade edilecektir. Bir kuvvet serisinin
yakinsaklik araligi, serinin yakinsadig tim x noktalarindan olusan
araliktir. Dolayisiyla (i) durumunda yakinsaklik araligr tek bir
noktadan olusmaktadir.
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6.1. Kuvvet Serisi

(ii) durumunda ise yakinsaklik araligi (—oco, +o00) dur. (iii)
durumunda kuvvet serisi [x —a| < R i¢in mutlak yakinsaktir.
Ancak araligin bitim noktalarinda (x = a &= R) serinin yakinsakhgi
icin herhangi bir sey soylenemez. Yani, seriye bagh olarak araligin
uc noktalarinda kuvvet serisi yakinsak ya da iraksak olabilir. Bu
nedenle, (iii) durumunda yakinsaklik aralig

(a—R,a+R), [a—R,a+R], (@—R,a+R], [a—R,a+R)

acik aralik, kapal aralik veya yari agik aralik olabilir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.11.

Bir kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapini belirlemek icin genel
olarak D'Alembert oran testi kullanilir. Ancak, kuvvet serisinin
yakinsaklik yaricapi sonlu ise araligin bitim noktalarinda
D’Alembert oran testi kullanilamayacagindan araligin bitim
noktalarinda kuvvet serisinin yakinsakligi ya da iraksakhgi icin
baska bir test kullanilmahdir.

Ornek 6.1.12.

i (_1)k (x_z)k
i—o Vk+1

serisinin yakinsaklik yaricapini ve yakinsaklik araligini bulunuz.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.13.

Fonksiyonlarin kuvvet serisi olarak nasil temsil edilecegi tizerinde
durulacaktir. Bu amagla asagida verilen
1 (0]
=Y F=14+x+24+53+.. ; x| <1 (6.2)
1-x =

denklem dikkate alinacaktir. (6.2) ifadesindeki kuvvet serisinin n
-inci kismi toplami

P,(x) =1+x+x+x>+..+x"

biciminde bir polinomdur.
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6.1. Kuvvet Serisi

Bir serinin toplami kismi toplamlar dizisinin limiti oldugundan

ish 12, () — —

n—o00 1—x

olarak yazilabilir. Dolayisiyla —1 < x < 1 icin n sayisi arttikca
P, (x) polinomu daha iyi bir yaklasim haline gelir. Sifira yakin x
degerlerinde iyi bir yaklasim elde etmek i¢in sadece birka¢ terimin
alinmasi yeterlidir. Serinin yakinsaklik araliginin bitim noktalarina
yaklastik¢a (x = £1) daha fazla terim alinmasi gereklidir.
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6.1. Kuvvet Serisi

Ornek 6.1.14.

1
1+x2
fonksiyonunu bir kuvvet serisinin toplami olarak ifade ediniz ve
yakinsakhk arahgini bulunuz.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Teorem 6.1.15. (Terim Terime Tiirev)

i cx (x — a)k
k=0

serisinin yakinsaklik yaricapt R > 0 olsun. Bu durumda
- k
fl) =) c(x—a)
k=0

olarak tanimlanan f fonksiyonu (a — R,a + R) araliginda
tlrevlenebilirdir ve

Fa) =Y ko (-t (6.3)
k=1

gergeklenir. (6.3) ifadesindeki serinin de yakinsaklik yaricapi R dir.




6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Not 6.1.16.

Yukaridaki teorem, bir kuvvet serisinin terim terime turev
alindiginda yakinsaklik yarigapinin ayni kaldigini soylemektedir.
Ancak, bu yakinsaklik araliginin ayni kaldigi anlamina
gelmemektedir.

Ornek 6.1.17.
1

(1-x)
fonksiyonunu bir kuvvet serisinin toplami olarak ifade ediniz ve
yakinsaklik yaricapini bulunuz.

Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi



6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.1. Kuvvet Serisi

Teorem 6.1.18. (Terim Terime integral)

i cx (x — ﬂ)k
k=0

serisinin yakinsaklik yaricapi R > 0 olsun. Bu durumda

F) =Y o (x—a)f
k=0

olarak tanimlanan f fonksiyonu integrallenebilirdir ve

k+1

/f (x) dx = kick(xk_f)l +C (6.4)
=0

gerceklenir. (6.4) ifadesindeki serinin de yakinsaklik yarigapi R dir.
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6.1. Kuvvet Serisi

Ornek 6.1.19.

1
1+ x2
fonksiyonunu bir kuvvet serisinin toplami olarak ifade ediniz.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.2. Taylor Serisi

Teorem 6.2.1.
Eger f fonksiyonu a noktasinda bir kuvvet serisi ile temsil ediliyor
yani
f(x):ch(x—a)k, |x —a] <R
k=0
ise bu durumda ¢, katsayilari
£ (a)
Cr =
k!

dir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.2. Taylor Serisi

Not 6.2.2.

cr katsayilar yukaridaki ifadede yerine yazilirsa f fonksiyonunun a
noktasinda bir kuvvet seri gosterimi varsa asagidaki bicimde

f(x) :f(a)—i—f/l(!a)(x—a)+f/2(!a)(x—a)2+ﬁ/;’@(x—a)3+..

olmasi gerekir.
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6.2. Taylor Serisi

Tanim 6.2.3.

R > 0 olmak iizere f fonksiyonu (@ — R,a + R) araliginda her
mertebeden turevlenebilir olsun.

3 (k) by /!
k;)f k!(a) (x-a)=f () - (x —a) 1 2(!a) (x—a)® + ..

serisine f fonksiyonunun a noktasindaki Taylor serisi adi verilir.
Ozel olarak, f fonksiyonunun a = 0 noktasindaki Taylor serisi

PO o) £ O, O

k=0

olup bu seriye f fonksiyonunun Maclaurin serisi adi verilir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.2. Taylor Serisi

Ornek 6.2.4.

flx)=¢

fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.2. Taylor Serisi

Not 6.2.5.

Bir Taylor serisinin 7 -inci kismi toplami

n £k (g
Tn(x) _ Zf ()(x—a)k

!
= K

f(n) (a) (x— a)"

n!

= f(a)+ T (x—a)+..+

olacak sekilde bir polinomdur. Bu polinoma f fonksiyonunun a
noktasindaki 7 -inci mertebeden Taylor polinomu adi verilir.

Ry (x) = f (x) = Tn (%)

ifadesine Taylor serisinin kalan terimi denir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi

6.2. Taylor Serisi

f(x) =Tn(x) + Ru (x)

ve [x —a| < R igin
lim R, (x) =0

n— 00

ise bu durumda f fonksiyonu (a — R,a + R) araliginda kendi Taylor
serisi toplamina esittir.

Not 6.2.7.
Belirli bir f fonksiyonu igin

lim R, (x) = 0

n— 00

oldugunu gosterirken genel olarak asagidaki teorem kullanilir.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.2. Taylor Serisi

Teorem 6.2.8.
d > 0 olmak tlizere |x —a| < d igin

ise bu durumda

M
'|x—a|”Jrl : |x—a| <d

IRy (x)] < G

saglanir.
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6.2. Taylor Serisi

Ornek 6.2.9.
f(x)=¢

fonksiyonunun Maclaurin serisinin

oldugunu gosteriniz.

Ornek 6.2.10.

fx)=¢

fonksiyonunun a = 2 noktasindaki Taylor serisini bulunuz.
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6. Kuvvet Serisi ve Taylor Serisi
6.2. Taylor Serisi

Ornek 6.2.11.

f(x) =sinx

fonksiyonunun Maclaurin serisinin

x2k+1

= k
kg(_l) (2k+1)!

oldugunu gosteriniz.
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6.2. Taylor Serisi

Ornek 6.2.12.

f (x) = cosx
fonksiyonunun Maclaurin serisinin
00 2k

Y (-1

k=0

oldugunu gosteriniz.

Ornek 6.2.13.

f(x) =xcosx

fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz.
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