BOLUM 11

Z DAGILIMI

Z dagilimi; ortalamasi J=0 ve standart sapmasi 0=1 olan Z puanlarinin evren dagilimi olarak
tanimlanabilmektedir. Z dagilimi olasilikli bir normal dagilimdir. Yani Z dagiiminin genel karakteristigi
normal dagihmla aynidir. Bu nedenle Z dagihmi 'standart normal daghm' olarak da

isimlendirilmektedir.

Sekil 1. Z Dagilimi

Standart Z dagilimi olarak da bilinen Z dagiliminin 6zellikleri su sekildedir:
1. Simetriktir.
Asimptotiktir.
(oo, +o°) araliginda degerler alir.

2

3

4. Egri altindaki toplam alanin olasihg 1'dir. [P (-eo < X < +o0) = 1]

5. Ortalama, mod ve medyan degerleri ¢akisiktir. [ | = Medyan = Mod ]
6

Olasilik yogunluk fonksiyonu vardir.

Z dagihm egrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu, normal dagilim egrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu
kullanilarak elde edilebilmektedir. Normal dagilim egrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki
gibidir:

—(x—p)2 /20

1
y = ——¢
=

Bu fonksiyonda Y yerine 0, O yerine 1 yazildiginda Z dagilim egrisinin fonksiyonu asagidaki sekilde

elde edilir:



X2/ 2

Normal dagihm, ortalama ve standart sapma degerlerine gére tanimh bir evren dagilimidir. Bu
nedenle ortalama ve standart sapmaya gore sonsuz sayida evren dagilimi belirlemek mimkindir. Z
dagilimi ise standart bir dagilim olup ortalama ve standart sapma degerleri sabitlenmistir. Bu durum Z

dagiliminin olasilikli kestirimlerde kullanilmasini kolaylastirmaktadir.

Z dagiliminin bir diger avantaji, tam sayi olarak verilen standart sapma araliklarinin yani sira bu tam
sayilar arasindaki araliklar icin de hesaplama yapilabilmesi kolayhgidir. Ornegin ortalamasi 50,
standart sapmasi 10 olarak belirlenen bir normal dagilim egrisinde, 50 ile 60 arasi, 70'in Gzeri, 40'Iin
alti gibi tam sayl standart sapma araliklarinda deger alma olasiligi kolaylikla belirlenebilir. Fakat
ornegin 55 ile 75 arasi, 45 (zeri, 75 asagisi gibi tam sayl olmayan standart sapma araliklarinin
olasihginin hesaplanmasi zordur. Bu hesaplamalar igin, normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

kullanilarak bir integral islemi yapilmasi gerekmektedir.

Z dagiliminin egrisi standart ve 'iyi' tanimli oldugu icin standart sapma agisindan tam sayi araliklarinin
yani sira tam sayl olmayan araliklarin da olasiligi daha kolay belirlenebilmektedir. Dahasi bu
hesaplamalar yapilarak hazirlanmis 'Standart Z Degerleri' tablolar da bulunmaktadir. Hesaplama
seklini bilmeyenler, bu tablolardan yararlanarak Z dagilimi Uzerinde belli araliklarin olasiliklarini

hesaplayabilir. Bu amagla hazirlanmis bir Z degerleri tablosu, Tablo 1 olarak sonda verilmistir.

Tablo 1'de verilen Z degerleri tablosu, pozitif bir Z degeri ile 0 arasinda kalan egri altindaki alanin
olasihgini gostermektedir. Olasilik degerleri 0 ile 1 arasinda degisir. Bu nedenle tablodaki degerler
ondalikli sayi olarak gosterilmektedir. Tablodaki ilk situn ve ilk satirda yer alan degerler istenen Z
degerinin belirlenmesi icin kullanilir. istenen Z degerinin birler ve onda birler basamaklar ilk
situndan, ylzde birler basamagi ise ilk satirdan belirlenir. Bu degerlerin kesistigi hiicredeki deger, bu

Z degeriile 0 arasindaki alanin olasilik degeridir.

Bir Z dagilimi (izerinde belli araliklarda egri altinda kalan alanin yani belli degerlerin gorilme

olasihiginin belirlenmesinde temelde (i¢ islem yapilmaktadir:

1. istenen alani belirleme ve dagilim iizerinde gésterme
2. Zpuanlarina donlstirme

3. Zdegerleri tablosunu okuyarak istenen alani belirleme



ORNEK

Bir okulda 6grencilerin zeka dizeyleri bu amagla gelistirilmis bir zeka testi kullanilarak 6l¢tilmustir.
Olgeme sonuglarina goére her bir 6grenciye bir zeka puani verilmistir. Zeka puanlarinin ortalamasi
M=100 ve standart sapmasi 0=15 olarak hesaplanmistir. Ayrica zeka puanlarinin normal dagilim

gosterdigi belirlenmistir. Bu bilgilere gore asagidaki sorulari yanitlayiniz.
a) Zeka puanlarinin dagilimini gésteriniz.

Zeka puanlari normal dagilim gosterdigi, ortalamasi ve standart sapmasi bilindigine gére bu puanlarin

dagiliminin sekli asagidaki gibi olacaktir.
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b) Bu okuldaki bir 6grencinin zeka puaninin 100'Uin Gzerinde olma olasiligi nedir?

Yukaridaki egride, ayni zamanda simetri ekseni olan 100 degerindeki dikey ¢izginin sag tarafi ile egri
altinda kalan toplam alan sorulmaktadir. Bu alan %50'lik bir kisim olusturmaktadir. O halde bu

okuldaki bir 6grencinin zeka puaninin 100'(in Gzerinde olma olasilig 0,5'tir.

c) Bu okuldaki bir 6grencinin zeka puaninin 70'in altinda olma olasiligl nedir?

Yukaridaki egride 70 degerindeki dikey ¢izginin sol tarafi ile egri altinda kalan alan sorulmaktadir. BU
alanin ylzde degeri 2,14 + 0,13 = 2,27'dir. Yani %2,27'dir. O halde bu okuldaki bir 6grencinin zeka

puaninin 70'in altinda olma olasiligi 0,0227'dir.



d) Bu okuldaki bir 6grencinin zeka puaninin 80'in (izerinde olma olasiligi nedir?

Bu soruda 80 degerinden gizilecek olan dikey dogrunun sol tarafinda egri altinda kalan toplam alanin
olasihg sorulmaktadir. Dikkat edilirse 80 degeri, tam sayl olarak belirlenen standart sapma
araliklarina denk gelmemektedir. Yani ortalama ile -1 standart sapma arasindadir. Bu durumda

istenen olasiligl hesaplamak daha giictiir.

istenen alani hesaplamak icin Z dagilimindan yararlanalim. Oncelikle istenen alani belirleyelim.

N

80 100

ikinci olarak istenen alani belirlemekte kullanilacak olan 80 degerini Z puanina dénistiirelim. Dikkat

edilirse 100 degeri ortalama oldugu icin bu degerin Z puani karsiligi 0 olacaktir.

Zg, = (80-100) / 15
=-20/15
=-1,33

Ugiincii olarak -1,33 ile 0 arasindaki alanin olasiligini belirleyelim. Bunun icin Tablo 1'de verilen Z
degerlerinden yararlanalim. Dikkat edilirse Tablo 1'deki Z degerleri, orta nokta ile pozitif bir Z degeri
arasindaki alani vermektedir. Fakat Z egrisi simetrik oldugu icin negatif degerlere yonelik alanlar, bu
degerlerin pozitifleri igin olan alanlarla ortlstr. Yani -1,33 ile O arasinda kalan alan +1,33 ile O
arasinda kalan alana esit olacaktir. O halde tabloda satirda 1,3 ve siitunda 0,03 degerlerinin kesistigi
hlcreye bakilir. Bu hiicredeki deger 0,4082'dir. 0'in sagindaki alan da bilindigi lzere 0,50'dir. Buna

gore toplam alanin olasiligl bu degerlerin toplamiyla yaklasik 0,41 elde edilir.

0,41 \ 0’50

80 100



e) Bu okuldaki bir 6grencinin zeka puaninin 80 ile 110 arasinda olma olasiligi nedir?

Oncelikle istenen alani belirleyelim.

50 100 110

ikinci olarak 80 ve 110 puanlar icin Z puanlarini belirleyelim.

Zso = (80 - 100) / 15 2110 = (110 - 100) / 15
=-20/15 =10/15
=-1,33 =0,67

Ugtincii olarak Z tablosundan bu Z degerlerine karsilik gelen degerleri okuyalim:
— Z=-1,33igin slitunda 1,3 ve satirda 0,03'ln kesistigi hiicredeki deger; 0,4082
— Z=0,67 igin slitunda 0,6 ve siitunda 0,07'nin kesistigi hiicredeki deger; 0,2486

Son olarak bu degerleri sekil Gizerinde gosterelim;

0,41 0,25

80 100 110

O halde toplam alanin olasiligl 0,41 + 0,25 = 0,66 olarak elde edilir. Yani 80 ile 110 arasinda puan alma
olasihg 0,66'dir.



Tablo 1. Standart Z Degerleri

| |n.|m | 0.01 | 0.02 | 0.3 |l}.III'-i | 0.05 | 0.06 | 0.07 |n.m; | 0.09

| 0.0 |ﬂ.ﬂm|n}.omn ||1m3.0 |1}.mzﬂ |n.mﬁu|u.mw |ﬂ.023‘]' |u.n}z‘rq |u.u31-;~|u.ﬂ33i;r

| 0.1 |D.D398|i}.l]438 |Dm?s |m:u$r.r |n.nss:r |u.051:-6 |ﬂ.l3-536 |n.n-5'-'5 |u.m14|u.m53

|n.z |ﬂ.m93|1}.0532 II].{}B‘H |1}.ng |n.094s|u.m3‘r |ﬂ.1uz¢s |u.1u:rf.4 |u.n-:}3|u.u4|

|n.5 |ﬂ.11?9|1}.12r.' |u.1255 |u.1293 |n.1331 |'I}.HISE |n.|4m |u.1443 |ﬂ.14au|u.15n

0.3 |N1554 01591 |MIA28 Miabkd |[OOI700 | NAT736 (00772 IR0 |0 1844 |0ARTS

0.5 10,1015 |0.1950 (0.1085 (02019 10.2054 |0.2088 |0.2123  (0.215T7 |0.2190 |0.2224

| 0.6 |D.225‘?|1}.229] ||:|232+ |1}.235".' |u.z339|1}.2411 |n.2454 |l].2486 |4::-.25n |0.2549

| 0.7 |ﬂ.253ﬂ|1}.2m1 ||32n542 |1}.zc-:'r'3 |u.2?n4|1}.2?34 |ﬂ.2?64 |0.2?94 |0.2323|u.2331

|u_s |ﬂ.?.sm| |ﬁ.?._t:r|n |n:2939 |n_1'_:m’.r |n.zm5|ﬂ_3u}?3 |n_3n5| |I'I_3I'I'FH |n_3|mi|n.3|33

| 0.9 |D.3159|1}.3136 ID.EEIZ |1}.3333 |n.3z&1 |1}.3-239 |n.3315 |0.33—13 |{}.3365|0.3389

| 1.0 |D34[3|1}.3438 II].34E-I |1}.3435 |n.351}s|1}.3531 |n.3554 |u.35?'.' |-:}.3599|u.361|

LI 03643 | 03665 (03636 (03708 03729 03749 (03770 (03790 03510 |0.3830

L2 B0 (03860 (LUK Q3907 03925 | 05944 | 05962 O3UE0 03007 14015

| 1.3 |ﬂ.44332|1}.4{149 I'].4|:|15lﬁ |1}.4aaz |n.4{:-99|1}.41|5 |n.4131 |0.414'.r |(}.4162|0.4l‘??

| 1.4 |+:-.4m|1}.41m ||:|.4zzz |1}.4236 |{].425] |1}.4'265 |ﬂ.4‘2’?9 |u.429: |G.43{}ci|ﬂ.43]9

| 1.5 ID.4332|1}.434§ |u1435? |D.43-‘Fﬂ |u.4331|0.43a4 |ﬂ.44{)6 |u.4415 |(}.4429|l].444|

| 16 IU.Mﬁ‘ZlU.M&?- |u_44'.f4 |u_44454 |u_4493|u_4.-u:~ |u_4.~+13 |I.I.4."+If'- |U_4.T_'-‘_‘+|I.I.4?r4‘.‘\

| 1.7 |D.4554|1}.4564 ||145?3 |1}.4531 |n.4591 |1}.4599 |ﬂ.46{)3 |[I.46E6 |ﬂ.4625|0.4633

| 1.8 |D.4641 |1}.4r349 ||14455-5 |1}.4{564 |n.4r3?1 |1}.4G'?3 |D.4636 |0.4{i!}3 |{:-.4r399|u.4?m

19 (04713 |04719 (04726  |0.4732 (04738 04744 |04730 | 04756 |0.476] |0.4767

2.0 |DA4TTY (04778 [04733 (04788 04703 (04798 04303 (04308 04812 |0.4817

| 21 ID.4B?.1 |'I}.4I326 ||1453-:} |1}.4534 |u.4333|1}.4a41 |{:-.4.»?.‘1q:§r |u.435u |¢}.4354|u.4357

|z.z |ﬂ.4sr:~'-1 |1}.4564 ||14sr33 |1}.43’r1 |ﬂ.4s?5|1}.4m |{).4631 |u.4334 |n.4szn |u.439{|

| 13 |n_4xm|n_4n-;ﬁ |r|_4s:_oa |n_4'_:m| |ﬂ_4D1H|ﬂ.49ﬂﬁ |n.49m |n_49r| |r:-_4_e|3|n_49|n

| 24 |nm;ua|u.4uzu |cmmz |114915 |n.4;u:' |u.4929 |n.4~;-31 |n.493: |(}.4934|ﬂ.4ﬂ36

| 2.5 |D.4933|1}.49-10 |u1494| |1}.4943 |{).4945|1}.4946 |n.4945 |u.4949 |u.4951 |u.4951

| 2.6 |ﬂ.4953|1}.4953 |u.495-5 |1}.495'.' |{].4959|1}.49ﬁﬂ |ﬂ.49f-1 |[I.4962 |G.4963|0.496¢

| 27 |n.4gﬁj|n_4pﬁﬁ |r|.4gm |n_4'_:1ﬁx |ﬂ_4Dfi'.il|ﬂ.4'?ﬁﬂ |n.49?| |u_4'_:n: |n_4m3|n_4-_m

|z.s |n.49?4|u.4ws II].dWé |u.—1~:rr'.r |n.—1aﬂ|u.—1m |n.4m9 |u.4m |ﬂ.1930|ﬂ.108!

| 2.9 ID.4931 |1}.4931 |u.4932 |u.4933 |n.4934|1}.4934 |n.4935 |u.4935 |ﬂ.4986|0.4‘;‘3ﬁ

J0 (04987 | 04987 (04937  |04958 |0.4938 |0.4959 (04989 104989 | 0.4990 {0.4990




