BOLUM 12

STUDENT T DAGILIMI

'Student t dagilimi' ya da kisaca 't dagilimi'; normal dagilim ve Z dagiliminin da igerisinde bulundugu
'stirekli olasilik dagilimlari' ailesinde yer alan dagilimlardan bir digeridir. T dagilimi, Wiiliam Sealy
Gosset'in 1908 vyilinda Biometrika dergisinde 'Student' takma adiyla yayimladigi makalesinde

tanimladig bir hipotetik dagilimdir.

T dagilimi, pratikte, Z puanlari izerinde bir diizeltme ile elde edilen t puanlarinin dagilimidir. Bilindigi

gibi Z puanlari, evren ortalamasi ve evren standart sapmasina gore tanimlanmaktadir:

Yine bilindigi gibi evren ve Orneklem standart sapmasi farkli formillerle ve farkli sekillerde
hesaplanmaktadir. Bu farklilik, gézlem sayilari ile iliskilidir. Gozlem sayisi arttikga yani orneklem
blylkligl evrene vyaklastikca, o©rneklem degerleri yani istatistikler, evren degerlere vyani
parametrelere yaklasmaktadir. Diger bir deyisle kiiclik 6rneklemlerde yapilan kestirimlerin evren
degerlerden yani parametrelerden farklilasma olasiligi daha yliksektir. Bu nedenle érneklem {izerinde
ve Ozellikle kiiglik 6rneklemler Gzerinde yapilan kestirimlerde, daha 'saglam' kestirimler elde edilmesi
icin istatistiksel diizeltmeler yapilir. Orneklem standart sapmasinin hesaplanmasinda (n-1)'e bélme bu

tur bir dizeltmedir.

iste Gosset, Z dagiliminin temelde bir evren dagihimi oldugu, bu dagilimin kiigiik érneklemlerde
kullanilabilmesi icin bir diizeltme yapilmasi gerektigi fikrinden hareketle 'Student t Dagilmi' olarak
bilinen dagilimi gelistirmistir. Bu diizeltmeyi, Z dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonundan hareketle
gelistirdigi t dagilimina 6zgl bir olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlayarak géstermistir. Buna gore t

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:
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Bu formiildeki V sembolii serbestlik derecesini, gama (') sembolii ise serbestlik derecesine bagli 6zel
bir gama fonksiyonunu gostermektedir. Formile dikkat edilirse t dagilimini belirleyen temel istatistigi

serbestlik derecesi oldugu gorilmektedir.

Bu noktada 'kiiciik 6rneklem' ile ne kastedildiginin aciklanmasi gerekmektedir. Onceki bélimlerde
aciklandigi gibi strekli ozelliklere ve siirekli degiskenlere yonelik 'zengin 6rneklem' sinir 20 ya da
30'dur. Yani 20'den az verinin bulundugu gézlemler, siirekli bir 6zelligin agiklanmasi ya da sirekli bir
degiskene yonelik ortalama, standart sapma gibi istatistiklerin hesaplanmasinda yeterli degildir.
Student T dagilimi ile belirlenen cergevede 'kiiciik 6rneklem (small sample)', 120 ve altinda gézlem
birimi iceren orneklemdir. 120'nin Gzerinde gdzlem birimi bulunan orneklemler 'blyik 6rneklem
(large sample)' olarak isimlendirilmektedir. O halde T dagihimi, kigik 6rneklemlerde yani 120'nin
altinda veri elde edildigi durumlarda Z dagilimina gore daha titiz ve 'saglam' kestirimler veren Z

dagilimindan gelistirilmis 6zel bir dagihmdir.

T dagiliminin sekli, normal dagilim egrisinin sekli ile benzerdir. Normal dagihm egrisinden farkl olarak
t dagihmin seklini belirleyen; evren ortalamasi ve serbestlik derecesidir. 'V' ya da 'sd' sembolleriyle
gosterilen serbestlik derecesi, tek orneklemlerde 6érneklem biyiklGginin 1 eksigi yani (n-1), iki
orneklem séz konusu oldugunda 6rneklem buyiklUklerinin toplaminin 2 eksigi yani (n;+n,-1)'dir.
Orneklem sayisi arttikca serbestlik derecesi benzer sekilde hesaplanir. Serbestlik derecesi arttik¢a, t

dagilimi, daha sivri bir egri gosterir.
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Sekil 1. Serbestlik Derecesine Gore Student T Dagilimlari



T dagilimi ve t degerleri, pratikte, kiigliik rneklemlerde ve evren varyansinin bilinmedigi durumlarda,
ortalamalar arasi farklarin test edilmesine yonelik hipotez testlerinde, karar kuralinin belirlenmesi ve

kararin verilmesi asamalarinda dikkate alinan kritik degerlerin belirlenmesinde kullanilir.

Gosset'in Z dagihmi Gzerinde yaptig diizeltme, evren varyansinin bilinmedigi durumlarda da hipotetik
dagilimin olusturulmasini ve olasilik kestirimlerinin yapilmasini mimkin kilmaktadir. Evren
varyansinin bilinmedigi durumlarda 6rneklem varyansi, 6rneklem buyUklGgl ne bagl olarak evren
varyans! yerine kullanilabilmektedir. Gosset bu yaklasimiyla aslinda evren varyansi ve 6rneklem
varyans! arasindaki iliskiyi tanimlamistir. Buna gére evren varyansi ile érneklem varyansi arasinda

asagidaki gibi bir iliski vardir:

Bu deger Z puani formilinde yerine yazildiginda 6rneklem ortalamasi ile evren ortalamasini

karsilastirmak icin kullanilan t istatistigi asagidaki gibi elde edilmektedir:
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Yukarida verilen agiklamalar dogrultusunda student t dagiliminin iki 6zel durumda, ortalamalarin
karsilastirilmasi gibi istatistiksel islemlerde kullanildigi séylenebilir:
1. Kuglik orneklemlere yonelik kestirimler yapildiginda.

2. Evrenvaryansinin bilinmedigi durumlarda.

Ornegin érneklemden elde edilen ortalama ile evren ortalamasinin értiisme olasilig, 't testi' olarak
bilinen ve student t dagilimina dayali istatistiksel test ile kestirilebilmektedir. Bir baska 6rnek olarak
120'den az gozlem birimi s6z konusu oldugunda, 6rnegin 60 6grencinin not ortalamalari 6grencilerin
cinsiyetlerine gore karsilastiriimak ve manidar bir fark bulunup bulunmadig test edilmek istendiginde

yine 't testi' kullanilabilmektedir.

Verilen orneklerde oldugu gibi ortalamalarin karsilastiriimasinda 't testi' kullanilmasi durumunda,
kritik t degerlerinin belirlenmesi gerekmektedir. Kritik t degerleri, Z degerleri tablosu gibi bu amagla
hazirlanmis bir 't degerleri tablosu' kullanilarak belirlenebilmektedir. 'T degerleri tablosu' sonda Tablo

1 olarak verilmistir.



Tablo 1'deki degerleri okuyabilmek ve kullanabilmek icin bazi bilgilerin verilmesi gerekir. Oncelikle
kritik degerin, Z tablosunda oldugu gibi egri altinda kalan alanin olasilik degeri olmadigi bilinmelidir. T

kritik degeri, yatay eksendeki bir noktadir.

Tabloda ilgili t kritik degerini belirlemek igin ilk siitunda serbestlik derecesi segilir. Dikkat edilirse
serbestlik dereceleri 120'ye kadar aralikli olarak verilmektedir. 120'den sonra tabloda yer alan kritik
degerler sabitlenmektedir. Bu durum, t dagilimin kiiglik 6rneklemlere yénelik bir dagilm oldugunu ve
kiigik Orneklemin 120 ve altindaki gozlem birimlerinden olusan o6rneklem oldugunu

desteklemektedir. Biylk 6érneklemlerde t degerleri, Z degerleri ile ortlismektedir.

Tablonun ilk satirinda ise hipotez testinde kurulan hipotezin tek yonli ya da ¢ift yonlii olmasina ve
hipotezde dikkate alinan olasilik ylizdesi ya da manidarlik diizeyine gore ilgili hiicre segilir. Satir ve
sttunda segilen hiicrelerin kesistigi hiicredeki deger, hipotez testinde dikkate alinacak kritik t degerini

verir. Buna gore kritik t degerinin belirlenmesinde takip edilecek islem adimlari asagida verilmistir:

Orneklem buiyiikliigiine ve sayisina bagl olarak serbestlik derecesinin belirlenmesi.
Hipotezin tekyonli ya da ¢ift yonli kuruldugunun belirlenmesi.
Manidarlik diizeyi ya da olasilik diizeyinin belirlenmesi

Kritik t degerleri tablosunda ilgili satir ve siitunun belirlenmesi

v ok wNe

Kritik t degerleri tablosunda ilgili satir ve situnun kesistigi hiicredeki degerin kritik t degeri

olarak belirlenmesi.

Yukarida agiklandigi gibi t dagilimi, daha ileri diizey istatistiksel islemlerde ve ozellikle ¢ikarimsal
istatistik ile ilgili konularda ele alinacak ve kullanilacaktir. Bununla birlikte bu bélimdeki agiklamalar
kapsaminda t dagiliminin kritik noktalarin belirlenmesinde kullanimi asagida iki 6rnek (izerinde

gosterilmistir.

ORNEK 1

Bir okuldaki 9. sinif 6grencilerinin akademik basari notlarinin ortalamasi 4=70 olarak hesaplanmistir
ve akademik basari notlari normal dagilim géstermektedir. Bu okulun 9A subesindeki 25 6grencinin
akademik basari notlarinin ortalamasi X=75 ve standart sapmasl 0=4 olarak hesaplanmistir. Bu
siniftaki 6grencilerin notlari da normal dagilim gostermektedir. Okul genel ortalamasi ile sinif
ortalamasi arasinda manidar bir fark olup olmadigi, bir istatistiksel hipotez testi ile test edilmek

istenmektedir.



a) Hipotez asagidaki gibi kurulursa, kritik t degerini belirleyelim.

Ho: Okul ortalamasi ile sinif ortalamasi arasinda 0,05 diizeyinde (yada %95 olasilikla) manidar bir fark

yoktur.

Hipoteze dikkat edilirse, manidarlk diizeyi %95'tir ve ¢ift yonli bir hipotezdir. Ayrica serbestlik

derecesi, tek bir drneklem oldugu igin sinif blylkliginin 1 eksigi yani 25-1=24 olarak belirlenir.

Buna gore kritik t degerleri tablosunda satirda 24 ve situnda 'cift yonll' satirinin %95 degerinin

bulundugu 7. siitunun kesisimine bakilir. Kesisimde yer alan kritik t degeri 2,064't(r.

O halde bu hipotez testinde dikkate alinacak t kritik degeri 2,064 olarak belirlenir.
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b) Hipotez asagidaki gibi kurulursa, kritik t degerini belirleyelim.

Ho: Okul ortalamasi ile sinif ortalamasi arasinda 0,10 diizeyinde (yada %90 olasilikla), sinif ortalamasi

lehine manidar bir fark yoktur.

Bu hipotez 'sinif ortalamasi okul ortalamasindan yiiksek degildir' seklindeki dnermeyi test etmeye

yoneliktir.

Hipoteze dikkat edilirse, manidarlik diizeyi %90'tdir ve tek yonli bir hipotezdir. Ayrica serbestlik

derecesi, tek bir drneklem oldugu igin sinif blylkliginin 1 eksigi yani 25-1=24 olarak belirlenir.

Buna gore kritik t degerleri tablosunda satirda 24 ve situnda 'tek yonld' satirinin %90 degerinin

bulundugu 5. siitunun kesisimine bakilir. Kesisimde yer alan kritik t degeri 1,318'dir.

O halde bu hipotez testinde dikkate alinacak t kritik degeri 1,318 olarak belirlenir.
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ORNEK 2

Bir siniftaki kiz ve erkek o6grencilerin yazili notlarinin ortalamalari arasindaki farkin manidar olup

olmadigi test edilmek istenmektedir. Bu sinifta 15 kiz 6grenci, 18 erkek 6grenci bulunmaktadir.

a) Hipotez asagidaki gibi kurulursa, kritik t degerini belirleyelim.

Ho: Kiz 6grencilerin ortalamasi ile erkek 6grencilerin ortalamasi arasinda 0,01 diizeyinde (ya da %99

olasilikla) manidar bir fark yoktur.

Hipoteze dikkat edilirse, manidarlik diizeyi %99'dur ve ¢ift yonli bir hipotezdir. Ayrica serbestlik

derecesi, iki ayri 6rneklem oldugu i¢in 15+18-2=31 olarak belirlenir.

Buna gore kritik t degerleri tablosunda satirda 31 (31 olmadigi i¢in en yakin 30) ve stunda '¢ift yonld'
satirinin %99 degerinin bulundugu 9. situnun kesisimine bakilir. Kesisimde yer alan kritik t degeri

2,750'dir.

O halde bu hipotez testinde dikkate alinacak t kritik degeri 2,750 olarak belirlenir.
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b) Hipotez asagidaki gibi kurulursa, kritik t degerini belirleyelim.

Ho: Kiz 6grencilerin ortalamasi ile erkek 6grencilerin ortalamasi arasinda 0,01 diizeyinde (ya da %99

olasilikla), kizlar lehine manidar bir fark yoktur.

Bu hipotez 'kiz 6grencilerin ortalamasi,erkek 6grencilerin ortalamasindan yiksek degildir' seklinde

ifade edilebilecek 6nermeyi test etmektedir.

Hipoteze dikkat edilirse, manidarlik diizeyi %99'dur ve tek yonli bir hipotezdir. Ayrica serbestlik

derecesi, iki ayri 6rneklem oldugu i¢in 15+18-2=31 olarak belirlenir.

Buna gore kritik t degerleri tablosunda satirda 31 (31 olmadigi icin en yakin 30) ve siitunda 'tek yonld'
satirinin %99 degerinin bulundugu 8. situnun kesisimine bakilir. Kesisimde yer alan kritik t degeri

2,457'dir.

O halde bu hipotez testinde dikkate alinacak t kritik degeri 2,457 olarak belirlenir.
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Tablo 1. Tek Yonli ve Cift Yonll Dagilimlara Yonelik T Kritik Degerleri

Tek Yonlii || 75% || 80% || 85% || 90% || 95% ||97.5%|| 99% ||99.5% | 99.75%|99.9% | 99.95%|

cift Yonli || 50% | 60% || 70% || 80% || 90% || 95% | 98% | 99% || 99.5% [ 99.8%| 99.9% |

|

|

| 1 |[1.oo0][1.376][1.963]33.078][6.314 |[12.71 |[31.82[63.66 |[127.3 |j318.3 ||636.6 |
| 2 |o.816][1.061][1.386][1.886][2.920]|4.303 ||6.965 |[9.925 |[14.09 |]22.33 |31.60 |
| 3 |o.765][0.978][1.250|1.638][2.353[3.182 |4.541]|5.841 [7.453 [[10.21 |[12.92 |
| 4 |lo.741][0.941][1.190][1.533][2.132][2.776 |[3.747 |[4.604 ||5.598 ||7.173 ||s.610 |
| 5 Jlo.727]j0.920][1.156 |[1.476 |[2.015|[2.571 |[3.365 |[4.032 |[4.773 ||5.893 |l6.869 |
| 6  |jo.718]0.906][1.134][1.440]1.943]2.447 |[3.143][3.707 |4.317 ||5.208 |[5.959 |
| 7 Jlo.711]0.896][1.119][1.415]1.895]2.365 ||2.998][3.499 |l4.029 |l4.785 ||5.408 |
| 8  |o.706][0.889][1.108][1.397||1.860][2.306 |[2.896[3.355 |3.833 ||4.501 ||5.041 |
| 9 |lo.703]|0.883][1.100][2.383][1.833][2.262 |[2.821][3.250 |3.690 ||4.297 |l4.781 |
| 10  |o0.700]0.879][1.093|1.372][1.812[2.228 |2.764][3.169 [3.581 |4.144 |[4.587 |
| 11 |0.697][0.876|[1.088][1.363[1.796 |[2.201 |[2.718][3.106 |3.497 ||4.025 ||4.437 |
| 12 ||0.695]|0.873][1.083][1.356 |[1.782][2.179 |[2.681][3.055 |[3.428 |3.930 ||4.318 |
| 13 |o.694]0.870][1.079][1.350]1.771]2.160 ||2.650][3.012 |[3.372 |3.852 |4.221 |
| 14 |o.692][0.868][1.076][1.345]1.761]2.145 ||2.624][2.977 |3.326 |j3.787 |la.140 |
| 15 |lo.691]|0.866|[1.074[1.341][1.753][2.131 |[2.602[2.947 |3.286 |3.733 ||4.073 |
| 16 |o.690]|0.865|[1.071][1.337][1.746 |[2.120 |[2.583][2.921 |3.252 |3.686 |j4.015 |
| 17 |o0.689][0.863]/1.0691.333][1.740][2.110 |2.567]|2.898 [3.222 |}3.646 |[3.965 |
| 18 |lo.688][0.862][1.067|[1.330][1.734[2.101 |[2.552][2.878 |3.197 |33.610 |3.922 |
| 19 |lo.688][0.861][1.066|[1.328][1.729][2.093 |[2.539][2.861 |3.174 |3.579 |]3.883 |
| 20  |0.687][0.860]/1.064|1.325][1.725 |[2.086 |2.528]|2.845 [3.153 |}3.552 |[3.850 |
| 21 Jo.686][0.859]1.063[1.323][1.721]2.080 [[2.518][2.831 |[3.135 |[3.527 |[3.819 |
| 22 |lo.686][0.858][1.061][1.321]1.717]2.074 ||2.508][2.819 |3.129 |3.505 |[3.792 |
| 23 |lo.685][0.858][1.060[2.319][1.714]2.069 |[2.500][2.807 |3.104 |33.485 |3.767 |
| 24 |lo.685][0.857][1.059][1.318][1.711]2.064 |[2.492]2.797 |3.091 |33.467 |3.745 |
| 25 |o0.684][0.856/1.058|1.316][1.708 |[2.060 |2.485]|2.787 [3.078 |[3.450 |[3.725 |
| 26 ||o.684]|0.856[1.058][1.315]|1.706 ||2.056 |[2.479]2.779 |3.067 |33.435 |3.707 |
| 27 |lo.684][0.855][1.057][1.314][1.703|[2.052 |[2.473]2.771 |3.057 |j3.421 |3.690 |
| 28 |lo.683][0.855][1.056][1.313][1.701]2.048 ||2.467][2.763 |]3.047 |3.408 |3.674 |
| 29 |lo.683][0.854][1.055][1.311]1.699]2.045 ||2.462][2.756 |j3.038 |3.396 |[3.659 |
| 30  ||o.683]|0.854][1.055][1.310][1.697 |[2.042 |[2.457[2.750 |3.030 |3.385 |]3.646 |
| 40 |lo.681][0.851][1.050][2.303]|1.684[2.021 |[2.423][2.704 |2.971 |33.307 |3.551 |
| 50  |0.679][0.849]/1.047|1.299][1.676 |[2.009 |2.403]|2.678 [2.937 |3.261 |[3.496 |
| 60  |0.679]|0.848][1.045[1.296 ||1.671[2.000 |[2.390][2.660 |[2.915 |3.232 |3.460 |
| 80  |o.678]|0.846[1.043][1.292]|1.664 ||1.990 |[2.374[2.639 |[2.887 |j3.195 |3.416 |
| 100 |0.677][0.845/1.042|[1.290][1.660 |[1.984 |2.364]|2.626 [[2.871 [}3.174 |[3.390 |
| 120 ||0.677][0.845][1.041][1.289]|1.658|1.980 |[2.358][2.617 |[2.860 |3.160 |3.373 |
| o< |o.674][0.842][1.036|[1.282]|1.645 ||1.960 |[2.326[2.576 |[2.807 |j3.090 |3.291 |




