BOLUM 11

Adil Turevli Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik C6zim Yontemleri

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tilrevlerini iceren denklemelere diferansiyel denklemler denir.
Bilinmeyen fonksiyon sadece bir tek bagimsiz degiskene bagli ise o tiir diferansiyel denklemlere adi
diferansiyel denklemler denir. Bilinmeyen degisken en az iki bagimsiz degiskene bagli ise boyle
denklemlere de kismi tiirevli diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel denklemde goérilen en
yuksek tlreve o denklemin basamagi ya da mertebesi denir. Adi tirevli pek ¢ok diferansiyel
denklemin analitik ¢6ziim yontemi olmasina karsilik bir cogunun da bilinen yontemler yardimiyla
¢6zim{ mimkin olmamaktadir. Hatta degiskenlerine ayrilabilen tipten olsalar bile bazi diferansiyel
denklemlerde elemanter yontemler yardimiyla integral hesabi yapmak zor olabilmektedir. Bu amacla
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢ézlimleriyle ilgili olarak pek ¢ok arastirma yapilmis ve analitik
¢ozlimlere yakin sonuclar veren ¢ok sayida yontem ortaya konmustur. Dikkat edilmesi gereken nokta
verilen sartlara uygun bir ¢czim{n varligi ve tekliginin arastirilmasi teknigidir.

y'="f(xy)
y(xo) =Y, baslangi¢ deger problemi igin verilecek olan tiim ¢6ziim yontemleri;

dy. .
Zt=f(x,y.),i=12,..,
dx |(Xl y,) I n

seklinde ifade edilen sistemler iginde gegerlidir.

Birinci Mertebeden Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik C6ziim Yontemleri

Euler Yontemi

X, noktasindaki y(xo) =Y, degeribelliiken h>0 olmak tizere X, =X, +h noktasindaki

fonksiyon degeri

y'=f(xy), y(%)=Y,

Xg+h Xg+h
J‘ y'dx = J' f(x y)dx
Xo Xo
Xg+h
y(%+h)=-y(x)= I f(x y)dx
X0
Xo+h

y(x +h)= _[ f (% y)dx+y(X,)

Xo



Eger f(X,y) fonksiyonu X, <X <X, araliginda yavas degisiyorsa denklemdeki f(X,y) degeri
yaklasik olarak f(X,,Y,) alinabilir.
Xo+h

y(% +h)=y(x)+ I f (X0, Yo )dX

Xo
y (X +h)=y(x%)+hf (X5, Y,)
Olarak bulunur.

Y= YO"'hf (Xovyo)
Y, = y1+hf (X1’Y1)

yn = yn—l + hf (Xn—li yn—l)
Cozime ait n tane nokta bulunur.

ORNEK:

y'=—y, y(O) =1 euler ydntemini uygulayarak h=0.1 artmaile X =0.4 kadar hesaplayiniz.
( X, =0,Y, =1 baslangic degerleri)

Y= YO+hf (XO’yO)

Y, =1+0.1(-1)=0.9

Y, =0.9+0.1(-0.9)=0.81

Y, =0.81+0.1(-0.81) = 0.729

Y, =0.729+0.1(~0.729) = 0.6561

y=e"
n Xn yn Xn = 0 - 1
0 0 1 X, =0.1—0.9048
1 0.1 0.9 x, =0.2 — 0.8187 | Gercek Degerler
2 0.2 0.81 X, =0.3—0.7408
j gj 006752691 X, =0.4—>0.6703



%,
‘e - yn

n=0-1-1=0
n=1-|0.9048-0.9| = 0.0048
n=2-|0.8187-0.81=0.0087 | Hatalar
n=3-/0.7408-0.729| = 0.0118
n=4—10.6703-0.6561 = 0.0142

Omek: y'=x’Iny, y(l) =3baslangic deger problemini ele alalim. h=0.1 alarak ¢6ziime ait tg
noktayi euler yontemiyle bulunuz.

Cozim: X, =1, y, =3
yn = yn—l + hf (Xn—li yn—l)

Yo = Yo +hf (X, ¥) =3+0.1(1% In(3)) =3.11

X, =% +h=1+01=11 }:("1’3’1):(1-1’3-11)
¥ +h=1+0.1=1.

Y, =Y, +hf (x,y,)=3.11+0.1((1.1)* In(3.11)) = 3.247

= (%,,Y,) = (.2, 3.247
X, =% +h=11+0.1=1.2 } (X2, ¥2) = ( )

Y, = Y, +hf (%,,,) =3.247+0.1((1.2)? In(3.247)) = 3.4166

= (X3, ¥;)=(.3, 3.4166
X, =X +h=12+0.1=13 } (%, ¥a) = )

Runge-Kutta Yontemi

y'=f (X, y), y(xo) =Y, iletanimlanan baslangi¢c deger probleminde X = X, noktasindan sonraki

bir noktada fonksiyon degeri X = X, civarinda Taylor serisi agilimi kullanilarak dogrudan belirlenebilir.

Ancak bu tlr bir hesaplamada karsimiza c¢ikacak ylksek mertebeden tiirevleri bulmak olduk¢a zaman
alici ve zor olabilir. Bu nedenle taylor seri yontemi yerine, bu serinin dogrudan kullanildigi Runge-
Kutta yontemini kullanmak biyik kolaylik saglayacaktir. Burada gerekli olan tlrevleri bulmak her
zaman kolay olmayabilir.

2. Mertebeden Runge-Kutta Yontemi




k, =hf (x+mh,y+mk,)
m=1 iken

k, =hf (x+h,y+k,)

y(x+h)—y(x)=ak, +bk, —>a:b:%
1
y(x+h)= y(x)+§(kl+k2)

1
Yo =Yoa +E(kl + kz)
ORNEK:

y' = X% 1n vy, Y(l) =3, h=0.1 alarak ¢éziime ait 3 noktayi 2. Mertebeden Runge-Kutta

yontemiyle bulunuz.
X, =1Y,=3
1
Yo = Yna +§(k1 + kz)
k, =0.1(1%)In(3)=0.11

k, =0.1-(1.1)*-In(3.11) = 0.137

1
—3+2(0.11+0.137) = 3.123
% =3+7(011+0.137) — (% =11y, =3.123)

X =% +h=1+0.1=1.1
k,=0.1-(1.1)"-In(3.123) =0.138

k, =0.1-(1.2)"-In(3.261) = 0.1702

1
—3.123+2(0.138+0.1702) = 3.2771
% +5(0.138+ ) — (1.2,3.2771)

X,=%+h=11+0.1=1.2
k, = 0.1-(1.2)2 -In(3.2771)=0.171

k, =0.1-(1.3)"-In(3.4481) = 0.21



1
=3.2771+=(0.171+0.21) = 3.4676
Ys +2( +0.21) = (1.3,3.4676)

X;=X,+h=12+0.1=1.3

Adi Turevli Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Yaklasik Coziim Yontemleri

, d
= )
. d
=Bt ()
dy
=== (X, Y
yn dX n(X yl yn)

Y, (Xo) =Y Yo (XO) =Yo0r0 Ya (Xo) = Yo basglangic degerlerine gore ¢6zilir.
Euler yéntemine gore;

Y1(Xo +h) =Yt hf1(xo’ Yigreen ynO)

Yo (X +1) = Yoo +hfy (X0, Yigr-r Vo)
Seklinde ifade edilir.

iki denklem olursa;

B (0 y) (%)= Ve

dx

d

%: fz(X1 ylvyz) ’ yZ(XO): y20
X

ORNEK:

Yy =2X+Y,-Y,, yl(o):]': Yio

y; = X_2y1 +3y2 Yo (0) =-1= Ya0
h=0.1 Euler yéntemiyle iki adimda ¢dziiniiz.

(Xo’ Yios yzo) = (0’1’ _1)



1.Adim

f,(0,1,-1)=2-0+1—(-1)=2
f,(0,,-1)=0-2-1+3-(-1)=-5

¥ (0.1)=1+(0.1)2=12 - y,,
Y (0.1) =1+ (0.1)(-5) =15 > y,,

(%Y1 ¥ ) =(0.1.1.2,-1.5)

2.Adim

f,(0.1,1.2,-1.5)=2-0.1+1.2—(~1.5)=2.9
f,(0,4,-1)=0.1-2-1.2+3-(-1.5)= 6.8

Y1, (0.2)=1.2+(0.1)(2(0.1)+1.2(-1.5)) =1.04 > y,,
Y, (0.2)=-15+(0.1)(0.1-2(1.2)+3(-15))=-2.18 > y,,

(%1 Yio» ¥ ) = (0.2,1.04,-2.18)

Ornek:

y1’ = _O-5y1 ) yl(o) =4
y; = 4_0-3y2 _O'lyl v Yo (O) =6

Baslangi¢ deger probleminin [0, 2] arasindaki yaklasik ¢ézimiini h =0.5 alarak bulunuz.
Cozim:

h=0.5 Euler ydntemiyle iki adimda ¢6ziiniiz.

(XO, Y10 Y2o):(0!4’6)

1. Adim

f,(0,4,6)=-0.5x4=-2
f,(0,4,6)=4-0.3x6-0.1x4=18

Y11 (0.5)=4+(05)(-2) =3 >y,
Y,1(05)=6+(05)(1.8)=6.9 > y,,

(Xw Yirs Y21) = (0.5, 3, 6.9)



2.Adim

f,(05,3,6.9)=—05x3=-15
f,(05,3,6.9)=4—(0.3x6.9)~0.1x3=1.63

V1o (0.5)=3+(~15)(0.5) =2.25 > y,,
Y, (0.5)=6.9+(0.5)(1.63) = 7.715 - y,,

(%o, Vio» ¥ ) = (L 2.25,7.715)

X Y1 Yz

0 4 6

0.5 3 6.9

1.0 2.25 7.715

1.5 1.6875 8.445

2.0 1.2656 9.0941
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