BOLUM 14

Sayisal integral

b
[a,b] sonlu a, b aralg tizerinde | (f):j f (X)dx integral tanimlansin. Bu tir integralleri

a

hesaplamak icin ¢cok sayida yontem vardir. Bunlarin bir cogu f fonksiyonu yerine yaklasan

fonksiyonlarin kullanilmasi esasina dayanir. f fonksiyonu icin yaklasan bir fonksiyon ailesi

{ f,n 21} olsun.

Yamuk Kurali

f (X) fonksiyonunun [a,b] araliginda integrali bulunmak istenirse X, =a ve X =a+h=Db olsun.

Birinci dereceden lagrange interpolasyon polinomu

'(Pl)zﬂx__b f (a)+;(—_a f (b)}dH%T(X—a)(x—b)—f (Zé?)dx

a-b —-a
=222 (a)+ 1 (0)]+E = D[ f (2)+ b))+ E,

£, =2 j(x A e L O S LE RS oYY

1R) =3[ (a)+ F(6)]- > 16

Bu formilii yamuk kurali denir.



X; =a+jh, j=0,142,..,n

I(f)z_:[f(x)ax

) 0 (€,
=5 (fo+f)+(f+f,)+ .+(fnl+fn)]—; 12( )
:—[f0+2f1+...+2fn_l+fn]—zn:h fluz(g") , §ela,b]

h3 1 n
I(f):l(fn)—ﬁnh;f(&)}
h*n b-a

fonksiyonunun 0 < X <1 araliginda n =4 igin yaklasik degerini yamuk kurali

Ornek: f (X) = 1 1X
+

ile integral degerini hesaplayiniz. Hata igin Ust siniri bulunuz.

Cozim:

I, :2[f0+2fl+2f2+...+2fn1+ ]

-

n=1 icin hzb_—az;ozl
n 1

h 1 1 1
L=t 1)=2[ 1O+ f(1)]:§[1+ﬂ:o.75

n=2 igin h:b__azgz
n 2

N |-



I, :g[f0+2fl+ fz]:%[f(0)+2f(1/2)+ f(l)]:% 1+2—1+% =0.7083

n=3 igin h:b_—a:g:
3 3

Wl

I3=2[f0+2f1+2f2+ f3]=%[f(0)+2f(1/3)+2f(2/3)+ f0]

=% 1+2L1+2L2+l =0.70
2 1+- 142 2
3 3
N=4 icin hzb_—azﬂzl
4 4 4

I4:g[fo+2fl+2f2+2f3+ f4]:%[f(O)+2f(1/4)+2f(2/4)+2f(3/4)+ f@)]

Gergek deger:

j f(x)dx = j.li_xx =In(1+ X)E) =1In(2) -In(1) =0.69314

N =4 igin hata;
En(f)‘=‘—(b1_2a)h2f (7)|, a<n<b
1 2
f'(x)=- , F'(x)=
( (1+x)2 () (1+x)3
max f”(7)=max 2 2

0<p<l 0<p<l (1 4 77)3



2
j -2|=0.0104

a+b
c= T , C degeri [a,b]degerinin orta noktasidir.

b

] OO () £

= 'T P, (x)dx +

N cift oldugundan
ni2 Xej

L(F)=2 [ P(x)dx+E,

=y,
- 2[f(m2)+4f( )+f(@)}+En
:2[f0+4f1+2f2+4f3+...+ f,]+E

N ¢ift sayr olmal.

Hatanin ust siniri;

Hata = — (M)Z()C?I( (x X )(X=%)...(x=x)dx , , a<é&<b

seklindedir.

N = 2 alalim bu durumda hata;



RGN X, + X, +2h
E=-—p [ (x=x)(x=x%,—2h)(x T)o|x

Xo

- 90f(“)(g) , X, <E<x,+2h

Olur. Bu durumu genelledigimizde hata igin Ust sinir

_h'(b-a)

f @ o a,b
I () ne(a,b)

_ R £ _h_5 1 £4) @) () —
=gl )= gon(n;; (5)} 5=

b-a
Seklinde elde edilir. burada h = 2— dir.
n

.. 1
Ornek: f (X) = 1— fonksiyonunun 0 < X <1 araliginda n =4 icin yaklasik integral degerini
+ X

hesaplayiniz. Hata icin Ust siniri bulunuz.

1
I4(f):%1+4 [ H2—5+4 3+% =0.6932

1 2
f'(x)= , T"(x)=
( (1+x)2 (%) (1+x)3
6 24
f m X — , f(4) X —
( ) (l+x)4 ( ) (1+x)
(4) _ 24 _
rogéﬂ f (77 0<8s1 (1+ 77) “

)
(1) @-0)
E,|< 41T~24 - 0.0005208

Romberg metoduyla niimerik integral

(b—a) (b-a)
m 2

h, =

R =21 @+ 10]- 1@+ 1)



k=273,..,nigin

1 = 1
Rei=—2| Reaa t+ hk—lz f (a"' (i __)hklj
2 = 2
4R R .
R, = W2 R i=2,3,..,n ve j=23,..,
i 47 _1
R,
RZ,l RZ,Z
RS,l R3,2 R3,3
R4,1 R4,2 R4,3 R4,4
Rn,l Rn,z Rn,S I:zn,4 I:zn,n

Ornek: k =1,2,3,4,5,6 igin J.Sin Xdx integralini romberg integrasyon yontemini uygulayarak
0

yaklasik olarak hesaplayiniz.

Cozim: k=1,2,3,4,5,6

.. T . 3t . 57 .
SIn —+SIn —+SIn—+SIn —
8 8 8

1

R, = %[sin 0+sinz]=0

R,, = % :RM +7sin ﬂ =1.57079633

Ry, = % :Rm +%(sin%+sin %H =1.89611890
R, :%_R&ﬁ%(

R,, =1.99357034
R,, =1.99839336

Rz,z =

4R, —R, 4(1.57079633)-0

4-1

3

=2.09439511

3 ﬂ =1.9742316

0

1.57079633

2.09439511

1.89611890

2.00455976

1.99857073

1.97423160

2.00026917

1.99998313

2.00000555

1.99357034

2.00001659

1.99999975

2.00000001

1.99999999

1.99839336

2.00000103

2.00000000

2.00000000

2.00000000

2.00000000




Gergek deger:

Isin xdx = —cosx|; =—(-1-1) =2
0
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