
·Iki Bilinmeyen Fonksiyonlu ·Iki Denklemden Oluşan Li-
neer Diferensiyel Denklem Sistemleri

Bu bölümde iki bilinmeyenli iki denklemden oluşan8>>><>>>:
dx

dt
= a1(t)x+ b1(t)y + F1(t)

dy

dt
= a2(t)x+ b2(t)y + F2(t)

(1)

sistemi ele al¬nmaktad¬r. Burada a1; a2; b1; b2; F1 ve F2 fonksiyonlar¬bir reel
a � t � b aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sürekli fonksiyonlard¬r. F1(t) ve F2(t) fonksiy-
onlar¬ her t için s¬f¬r ise, bu durumda (1) sistemine homogen sistem, aksi
durumda homogen olmayan sistem denir.

Tan¬m 1. (1) sisteminin bir çözümü her biri reel a � t � b aral¬¼g¬nda sürekli
türeve sahip olan reel f ve g fonksiyonlar¬n¬n bir s¬ral¬(f; g) ikilisidir. Başka
bir ifadeyle �

x = f(t)
y = g(t)

(2)

ikilisi a � t � b için (1) sistemini özdeş olarak sa¼glarsa, bu durumda (2)
ikilisi (1) sisteminin bir çözümüdür.

Teorem 1. (1) sistemindeki a1; a2; b1; b2; F1 ve F2 fonksiyonlar¬a � t � b
aral¬¼g¬nda sürekli olsunlar. t0; a � t � b aral¬¼g¬n¬n herhangi bir noktas¬ve
x0; y0 verilen iki sabit olsun. Bu durumda (1) sisteminin a � t � b aral¬¼g¬n¬n
tamam¬nda tan¬ml¬ve

x(t0) = x0; y(t0) = y0

koşullar¬n¬sa¼glayan bir tek �
x = f(t)
y = g(t)

çözümü vard¬r.
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Homogen Lineer Sistemler

(1) sistemindeki F1(t) ve F2(t) fonksiyonlar¬ her t için s¬f¬r kabul edilirse,
homogen lineer 8><>:

dx

dt
= a1(t)x+ b1(t)y

dy

dt
= a2(t)x+ b2(t)y

(3)

sistemi elde edilir.

Teorem 2. �
x = x1(t)
y = y1(t)

ve
�
x = x2(t)
y = y2(t)

(4)

(3) sisteminin iki çözümü ve c1 ile c2 iki key� sabit olsun. Bu durumda�
x = c1x1(t) + c2x2(t)
y = c1y1(t) + c2y2(t)

(5)

çifti de (3) sisteminin bir çözümüdür.

Tan¬m 2. (5) çözümü (4) çözümlerinin bir lineer kombinasyonu olarak ad-
land¬r¬l¬r.

Tan¬m 3. a � t � b aral¬¼g¬ndaki her t için

c1x1(t) + c2x2(t) = 0
c1y1(t) + c2y2(t) = 0

(6)

denklemleri c1 = c2 = 0 halinde sa¼glan¬yorsa, bu durumda (4) ile ifade edilen
çözümler lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir.

(6) denklemleri en az bir ci 6= 0; i = 1; 2; için sa¼glan¬yorsa, bu durumda (4)
ile ifade edilen çözümler lineer ba¼g¬ml¬d¬r denir.

Teorem 3. (3) homogen lineer sisteminin iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü vard¬r.
(3) sisteminin her çözümü bu iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümün bir lineer kombi-
nasyonu olarak yaz¬labilir.

Tan¬m 4. (3) homogen lineer sisteminin iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü�
x = x1(t)
y = y1(t)

ve
�
x = x2(t)
y = y2(t)
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olsun. c1 ve c2 iki key� say¬y¬göstermek üzere�
x = c1x1(t) + c2x2(t)
y = c1y1(t) + c2y2(t)

çözümüne (3) sisteminin bir genel çözümü denir.

Teorem 4. (3) homogen lineer sisteminin iki çözümü�
x = x1(t)
y = y1(t)

ve
�
x = x2(t)
y = y2(t)

olsun. Bu iki çözümün a � t � b üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬için gerek
ve yeter koşul

�(t) =

���� x1(t) x2(t)
y1(t) y2(t)

���� (7)

determinant¬n¬n a � t � b aral¬¼g¬boyunca s¬f¬rdan farkl¬olmas¬d¬r.

Teorem 5. Teorem 4 de tan¬mlanan (7) determinant¬a � t � b aral¬¼g¬
boyunca s¬f¬rd¬r veya aral¬k boyunca s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Örnek. 8><>:
dx

dt
= 2x� y

dy

dt
= 3x+ 6y

(8)

sisteminin genel çözümü �
x = c1e

5t + c2e
3t

y = �3c1e5t � c2e3t
(9)

dir, burada c1 ve c2 key� sabitlerdir. Gerçekten�
x1 = e

5t

y1 = �3e5t
ve
�

x2 = e
3t

y2 = �e3t
(10)

fonksiyon çiftlerinin (8) sisteminin iki çözümü oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir.
Ayr¬ca (7) determinant¬yard¬m¬yla (10) çözümlerinin lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu
da görülür. O halde (8) sisteminin genel çözümü (9) şeklindedir.
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Homogen Olmayan Lineer Sistemler

Bu kesimde homogen olmayan lineer8><>:
dx

dt
= a1(t)x+ b1(t)y + F1(t)

dy

dt
= a2(t)x+ b2(t)y + F2(t)

(11)

sistemi ele al¬nmaktad¬r, burada a1; a2; b1; b2; F1 ve F2 fonksiyonlar¬bir reel
a � t � b aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sürekli fonksiyonlard¬r.

Teorem 6. (11) homogen olmayan lineer sistemin bir çözümü�
x = xp(t)
y = yp(t)

ve bu sisteme kaŗs¬l¬k gelen (3) homogen sisteminin bir çözümü�
x = x1(t)
y = y1(t)

olsun. Bu durumda �
x = x1(t) + xp(t)
y = y1(t) + yp(t)

çifti de (11) homogen olmayan sistemin bir çözümüdür.

Tan¬m 5. (11) homogen olmayan lineer sistemin bir çözümü�
x = xp(t)
y = yp(t)

ve kaŗs¬l¬k gelen (3) homogen sisteminin lineer ba¼g¬ms¬z iki çözümü�
x = x1(t)
y = y1(t)

ve
�
x = x2(t)
y = y2(t)

ise, bu durumda �
x = c1x1(t) + c2x2(t) + xp(t)
y = c1y1(t) + c2y2(t) + yp(t)

ifadesine (11) homogen olmayan lineer sistemin bir genel çözümüdür denir,
burada c1 ve c2 iki key� sabittir.
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