Sabit Katsayili Lineer Homogen Diferensiyel Denklem
Sistemleri

Bu boliimde sabit katsayili, lineer, homogen

dx

Pt + by

. (1)
d—i = asx + by

sistemi ele alimmaktadir. Burada ay, as, by, by katsayilari reel sabitlerdir. (1)
sisteminin u
z = Ae
{0 g ®)

formunda iistel ¢oziimlerini arayacagiz, burada A, B ve A sabitlerdir. (2)
ifadesi (1) sisteminde yerine yazilirsa,

AxeM = q Ae™ + by BeM
BXeM = b Ae™ + byBeM

ve buradan

(a1 —NA+bB = 0 (3)
a2A+ (bg — )\)B = 0

bulunur, burada A ve B bilinmeyen sabitlerdir. (3) sistemi acik olarak A =
B = 0 agikar ¢oziimiine sahiptir ki bu durum (2) sisteminin z = y = 0 agikar
¢Ozumiinii ortaya gikarir.

Diger taraftan bilinmektedir ki (3) cebirsel sisteminin agikar olmayan bir
¢oziime sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul katsayilar matrisinin determi-
nantinin sifir olmasidir. Yani

al—)\ bl
a9 b2—>\

0

ya da
)\2 — (CLl + bg))\ + (albg — azbl) =0 (4)

olmasidir, burada A bilinmeyendir. (4) denklemine (1) sistemine iligkin karak-
teristik denklem denir. Karakteristik denklemin A, Ay kokleri karakteristik
kokler adim alir.



A = A1 (4) karakteristik denkleminin bir kokii olsun. Bu durumda A; degeri
(3) sisteminde yerine yazilarak kargilik gelen A = A; ve B = B degerleri
bulunur. Boylece (2) goz oniine alinirsa, (1) sisteminin agikar olmayan bir

¢Ozumi
x = AeMt
y = BeMt

seklinde bulunur.

Simdi agagidaki ii¢ durum goz oniine alinacaktir:
1. \; ve )\, kokleri reel ve birbirinden farkhdir.
2. A1 ve Ay kokleri reel ve esittir.
3. A1 ve X\ kokleri eslenik komplekstir.

Teorem 1. (1) sistemine iligkin (4) karakteristik denkleminin \; ve Ay kokleri
reel ve farkli olsun. Bu durumda (1) sistemi

x = AeMt x = Aye?
y=BieMt 7 y = Bye™!

seklinde iki tane agikar olmayan lineer bagimsiz coziime sahiptir; burada
Ay, By, As, By belli sabitlerdir. Buradan (1) sisteminin genel ¢oziimii

r = i A1eMt 4 ey Aget??
y = c1B1eM? + cyBye?t

dir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.

Ornek 1. y
T
— =06x—3
ar v
; (5)
Yy
7 _9
7 r+y

sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. (5) sisteminin
{0 g ©
formunda ¢oziimii aranirsa, A bilinmeyenli
(6—-—XNA—-3B = 0 (7)
2A+(1-XN)B = 0

2



cebirsel sistemi bulunur. (7) sisteminin agikar olmayan bir ¢dziime sahip
olmasi icin gerek ve yeter kogul

’6—>\ -3

2 1—)\‘:0

olmasidir. Bu determinant hesaplanirsa,
N —TA+12=0

karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik kokler Ay = 3, Ay = 4
bulunur. A = A\; = 3 degeri (7) sisteminde yerine yazlarak sistemin agikar
olmayan bir ¢oziimii A = B = 1 bulunur. (6) dan (5) sisteminin agikar

olmayan bir ¢oziimii
x = e
bulunur.

Benzer iglemler A = Ay = 4 degeri igin yapilirsa, (5) sisteminin agikar olmayan
diger bir ¢oziimii
r = et
{ )

y = 2et

bulunur. (8) ve (9) ¢oziimleri lineer bagimsiz olup (5) sisteminin genel
¢OzUumi
x = c1e3 + 3cqe™
{ y = 1% + 2cpet

olarak elde edilir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.

Teorem 2. (1) sistemine iligkin (4) karakteristik denkleminin A; ve Ay kokleri
reel ve esit olsun. Bu durumda (1) sistemi

r = AeM x = (At + Ag)eM
y=Be 7 y = (Bt + By)eM
formunda iki lineer bagimsiz c¢oziime sahiptir; burada A, B, Ay, By, As, By
B
belli sabitler olup, A; ve B; sifirdan farklh ve A_l =1 dir. Buradan (1)
1

sisteminin genel ¢oziimii

Tr = ClAe)\t + CQ(Alt + Ag)e)‘t
y = c1BeM + cy(Bit + By)eM
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dir, burada ¢; ve ¢ keyfi sabitlerdir.

Ornek 2.
dt Y
(10)
dy
A 2
7 T+ 2y
sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Coziim. (10) sisteminin
r = AeM
y = Be
formunda ¢oziimii aranirsa, A bilinmeyenli
4-—NA-B =0 (11)

A+(2-XNB = 0

cebirsel sistemi bulunur. (11) sisteminin agikar olmayan bir ¢oziime sahip
olmasi icin gerek ve yeter kosul

M —6A+9=0

olmasidir. Buradan karakteristik kokler A\; = Ay = 3 bulunur. \ = 3 degeri
(11) de yerine yazilarak agikar olmayan bir ¢dziim A = B = 1 elde edilir. O
halde (10) sisteminin agikar olmayan bir ¢tziimii

x = et
{v2e (12)
dir.

(10) sisteminin ikinci bir ¢oziimiinii

{ r = (Alt + Ag)@gt

Y = (Blt—f- 32)637& (13)

bigiminde arayalim. (13) verilen sistemde yerine yazilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa,

(Al - Bl>t + (AQ - Al - BQ) - O
(Al — Bl)t+ (AQ — Bl — Bg) E O
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sistemi elde edilir. Bu sistemin agikar olmayan bir ¢oziimii A; = By = Ay =
1, By =0 dir. O halde (13) den (10) sisteminin ikinci bir ¢oziimii

{ = (t+1)e¥ (14)

y = te

bulunur. (12) ve (14) ¢oziimleri lineer bagimsizdir. Dolayisiyla (10) sistemi-
nin genel ¢oziimii
= c1e3 + ot + 1)e
{ y = c1e3 + coted!

dir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.

Teorem 3. (1) sistemine iligkin (4) karakteristik denkleminin kokleri A; 5 =
a + ib olsun. Bu durumda (1) sistemi

xr = e™(A; cosbt — Ay sin bt) x = e™(Agcos bt + A sin bt)
= e (B cos bt — By sin bt) ¢ y = e™(Bycos bt + By sin bt)

formunda iki lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir; burada Ay, By, A, By belli reel
sabitler olup (1) sisteminin genel ¢oziimii

x = e [c1(Ay cosbt — Agsinbt) + co(Ag cosbt + A; sin bt)]
y = €™ [c1(By cosbt — Bysinbt) + co( By cos bt + By sin bt)]

dir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.

Ornek 3. g
x
— =3r+2
7 r+ 2y
(15)
d
d_ZtJ = —5r +y
sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Co6ziim. (15) sisteminin
r = AeM
y = BeM
formunda c¢oziimii aranirsa, A bilinmeyenli
B3—XNA+2B = 0 (16)

“5A+(1-MNB = 0
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cebirsel sistemi bulunur. (16) sisteminin agikar olmayan bir ¢oziime sahip
olmasi icin gerek ve yeter kogul

AN —4\+13=0

olmasidir. Buradan karakteristik kokler A\; o = 2 & 3¢ bulunur. A = 2 4 3¢
degeri (16) da yerine yazilarak agikar olmayan bir ¢oziim A =2, B = —1+3i
elde edilir. Bu degerler kullanilarak (15) sisteminin kompleks bir ¢oziimii

x = e*[(2cos 3t) + i(2sin 3t)]
y = e*[(— cos 3t — 3sin 3t) + i((3 cos 3t — sin 3t)]

bigiminde yazilabilir. Bu ¢oziimiin reel ve sanal kisimlar1 (15) sisteminin
¢oziimleri olduklarindan, ayni sistemin iki reel ¢oziimii

x = 2e%t cos 3t
{ y = —e?!(cos 3t + 3sin 3t) (17)
v 2t
T = 2e~' sin 3t
{ Y= €2t(3 cos 3t — sin 3t) (18)

bigimindedir. (17) ve (18) ¢oziimleri lineer bagimsiz olduklarindan (15) sis-
teminin genel ¢oziimii

x = 2% (cy cos 3t + ¢y sin 3t)
y = e*[c1(— cos 3t — 3sin 3t) + c3(3 cos 3t — sin 3t)]

dir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.



