
Normal Formlu Lineer Sistemlerin Teorisi

Bu bölümde8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx1
dt

= a11(t)x1 + a12(t)x2 + :::+ a1n(t)xn + F1(t)

dx2
dt

= a21(t)x1 + a22(t)x2 + :::+ a2n(t)xn + F2(t)

:::
dxn
dt

= an1(t)x1 + an2(t)x2 + :::+ ann(t)xn + Fn(t)

(1)

sistemi ele al¬nmaktad¬r, burada aij(t) ve Fi(t) (i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::; n)
fonksiyonlar¬n¬n tümü bir reel a � t � b aral¬¼g¬nda sürekli kabul edilmektedir.
(1) sistemi

A(t) =

0BB@
a11(t) a12(t) ::: a1n(t)
a21(t) a22(t) ::: a2n(t)
::: ::: ::: :::

an1(t) an2(t) ::: ann(t)

1CCA ;

F (t) =

0BB@
F1(t)
F2(t)
:::
Fn(t)

1CCA ve x =

0BB@
x1
x2
:::
xn

1CCA
olmak üzere

dx

dt
= A(t)x+ F (t) (2)

vektör diferensiyel denklemi biçiminde yaz¬labilir.

Teorem 1. A(t) matrisi ve F (t) vektörü a � t � b aral¬¼g¬nda sürekli olsun.
Bu durumda (2) denkleminin

x(t0) = x0 =

0BB@
x10
x20
:::
xn0

1CCA
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başlang¬ç koşulunu sa¼glayan bir tek

x = '(t) =

0BB@
'1(t)
'2(t)
:::
'n(t)

1CCA
çözümü vard¬r ve bu çözüm a � t � b aral¬¼g¬boyunca tan¬ml¬d¬r.
(1) denklem sisteminde her t ve her i = 1; 2; :::; n için Fi(t) = 0 kabul edilirse,8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx1
dt

= a11(t)x1 + a12(t)x2 + :::+ a1n(t)xn

dx2
dt

= a21(t)x1 + a22(t)x2 + :::+ a2n(t)xn

:::
dxn
dt

= an1(t)x1 + an2(t)x2 + :::+ ann(t)xn

(3)

homogen lineer sistemi bulunur. (3) homogen lineer sistemine kaŗs¬l¬k gelen
vektör diferensiyel denklemi de

dx

dt
= A(t)x (4)

şeklindedir.

Sonuç 1. (4) vektör diferensiyel denkleminin

x(t0) = 0 =

0BB@
0
0
:::
0

1CCA
başlang¬ç koşulunu sa¼glayan tek çözümü

x = '(t) =

0BB@
0
0
:::
0

1CCA
d¬r.
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Teorem 2. Homogen lineer (4) vektör diferensiyel denkleminin m tane
çözümünün bir lineer kombinasyonu da (4) denkleminin bir çözümüdür. Yani
�1; �2; :::; �m vektör fonksiyonlar¬(4) ün çözümleri ve c1; c2; :::; cm key�sabitler
olmak üzere

� =
mX
k=1

ck�k

vektör fonksiyonu da (4) ün bir çözümüdür.

Şimdi aşa¼g¬da tan¬mlanan vektör fonksiyonlar¬n¬göz önüne alal¬m.

�1(t) =

0BB@
�11(t)
�21(t)
:::

�n1(t)

1CCA ; �2(t) =
0BB@
�12(t)
�22(t)
:::

�n2(t)

1CCA ; :::; �n(t) =
0BB@
�1n(t)
�2n(t)
:::

�nn(t)

1CCA (5)

Tan¬m 1. ��������
�11 �12 ::: �1n
�21 �22 ::: �2n
::: ::: ::: :::
�n1 �n2 ::: �nn

�������� (6)

determinant¬na (5) ile tan¬mlanan �1; �2; :::; �n vektör fonksiyonlar¬n¬nWron-
skiyeni denir, W (�1; �2; :::; �n)(t) ile gösterilir.

Teorem 3. (5) ile tan¬mlanan �1; �2; :::; �n vektör fonksiyonlar¬a � t � b
üzerinde lineer ba¼g¬ml¬ ise, bu durumda onlar¬n W (�1; �2; :::; �n)(t) Wron-
skiyeni her t 2 [a; b] için s¬f¬ra eşittir.

Teorem 4. (5) ile tan¬mlanan �1; �2; :::; �n vektör fonksiyonlar¬a � t � b
üzerinde (4) vektör diferensiyel denkleminin çözümleri olsun. Bir t0 2 [a; b]
noktas¬nda W (�1; �2; :::; �n)(t0) = 0 ise, bu durumda �1; �2; :::; �n vektör
fonksiyonlar¬a � t � b üzerinde lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

Sonuç 2. (5) ile tan¬mlanan �1; �2; :::; �n vektör fonksiyonlar¬a � t � b
üzerinde (4) vektör diferensiyel denkleminin çözümleri olsun. Bu durumda
f�1; �2; :::; �ng cümlesinin [a; b] üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬için gerek ve
yeter koşul a � t � b aral¬¼g¬boyunca

W (�1; �2; :::; �n)(t) 6= 0
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olmas¬d¬r.

Tan¬m 2. (4) vektör diferensiyel denkleminin n tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümün-
den meydana gelen bir cümleye (4) ün bir temel çözümler cümlesi denir.

Tan¬m 3. Kolonlar¬ (4) vektör diferensiyel denkleminin bir temel çözüm-
ler cümlesini oluşturan bir matrise (4) ün bir temel matrisi denir. Yani
�1; �2; :::; �n vektör fonksiyonlar¬(4) ün bir temel çözümler cümlesini mey-
dana getiriyor ise, bu durumda n� n türünde0BB@

�11(t) �12(t) ::: �1n(t)
�21(t) �22(t) ::: �2n(t)
::: ::: ::: :::

�n1(t) �n2(t) ::: �nn(t)

1CCA
matrisi (4) ün bir temel matrisidir.

Teorem 5. (4) vektör diferensiyel denkleminin bir temel çözümler cüm-
lesi f�1; �2; :::; �ng ve homogen olmayan (2) denkleminin bir özel çözümü �0
olsun. Bu durumda (2) denkleminin genel çözümü

c1�1 + c2�2 + :::+ cn�n + �0

d¬r, burada c1; c2; :::; cn key� sabitlerdir.
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