NOT: BU DERS NOTLARININ YARISI “4PPLIED MULTIVARIATE STATISTICAL
ANALYSIS” (Johnson, R. A. ve Wichern, D. W.) KITABI TEMEL ALINARAK
HAZIRLANMISTIR. TELiF HAKKI KITABIN YAZARI VE BASIM EVINE
AITTIR.

1. HAFTA

RASGELE VEKTORLER VE OLASILIK DAGILIMLARI

Rasgele Vektor

Elemanlari rasgele degigkenler olan vektore rasgele vektor denir. X, X,,..., X, ayni olasilik
uzayinda tanimh rasgele degiskenler ise X'=(X,,X,,...,X p)’ye p-boyutlu rasgele vektor

X, |
X2

denir. Siitun vektorii olarak ise X =| bi¢ciminde gosterilir. Burada X', X rasgele

XP

vektoriiniin transpozunu gostermektedir. Alta ¢izilen ¢izgi vektor oldugunu ifade etmektedir.

p- boyutlu bir rasgele vektor,

X:Q—>R?
tw o X'(w) = (X, (W), X,(W),..., X, (W)

bicimindedir ve Q Orneklem uzaymi gostermektedir. Burada tanimlanan p- boyutlu
fonksiyonun her bir bileseni bir rasgele degisken ise, bu p- boyutlu fonksiyona p- boyutlu bir

rasgele vektor (rasgele degisken) denir. p- boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu

F,(x):R” -[0,1]
XD F@=Pw: X, (W) <x,X,(W)<x,,..X,(W)<x,))

bi¢ciminde tanimlanir. Ya da p- boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu kisaca

Fy(®)=F(x,,%,,...,X,)
=P(X, <x,X,<x,,..,X,<x,)



olarak ifade edilir.

Ozel olarak da 2- boyutlu bir rasgele vektdriin bilesenleri X ve Y rasgele degiskenleri olsun.

Yani X' =(X,Y)olmak ilizere, X rasgele vektoriin veya X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak

dagilim fonksiyonu,

Fyy(x,3):R* —[0,1]
(0, y) > Fyy(x,y)=Pw: X(W) < x,Y(w) < y)
=P(X<x,Y<y)

olarak verilir. Bunu kisaca

Fyy (5, y)=F(x,y)
=P(X<x,Y<y)

bi¢iminde yazacagiz ancak asil tanim hic¢bir zaman unutulmayacak. Bu dagilim fonksiyonu da
tek degiskenli durumda oldugu gibi benzer 6zelliklere sahiptir. Ancak ¢cok degiskenli dagilim
fonksiyonu i¢in vektorlerde siralama olmadigindan, azalmayan ve artmayan gibi 6zellikler
kullanilamaz. Bununla birlikte ¢cok degiskenli bir dagilim fonksiyonu her bir bilesene gore

azalmayan bir fonksiyondur. Ayrica fonksiyon her iki bilesene gore de sagdan siireklidir ve

lim F(x,y)=0, lim F(x,y)=0, lim F(x,y)=0, lim F(x,y)=1
X—>—0 y—o—o X—>—00,y—>—0 X—>00,y—>0

dir.

Fyy(x,y) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu ise, X ve Y rasgele

degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlar

Fx(x)zlﬁFx,y(x:y) Fy(y):)lcig;loFx,Y(xay)
:FX,Y(X,OO) ’ :FX,Y(OO’y)

olarak verilir.



Kesikli Rasgele Vektor ve Kesikli Rasgele Vektoriin Olasihik ve Dagilim Fonksiyonu

Bu kisimda oncelikle kesikli rasgele vektorler i¢in ifadeler verildikten sonra, siirekli rasgele

vektorler i¢in de benzer ifadeler verilecektir.

Tanim: p-boyutlu X' =(X,,X,,..., X, ) rasgele vektoriiniin elemanlart (X}, X,,..., X ) rasgele
degiskenleri p-boyutlu gergek (reel) uzayda (x,,x,,...,x,) noktalarinin sayilabilir degerlerini
aliyorsa, X' =(X,,X,,...X p) ’e kesikli rasgele vektor denir.

Tanim: (Kesikli rasgele vektoriin (¢cok degiskenli rasgele degiskenin) olasilik fonksiyonu)
X'=(X,X,,...,X,) p-boyutlu kesikli bir rasgele vektor ise, X'=(X,,X,,...,X,)’in kesikli

cok degiskenli olasilik fonksiyonu

f)g(y:fxl,xz ,,,,, X, (’xl’XZ""’xp)
=P(X, =x,X,=%),..X,=x,)

ile gosterilir. Burada x=(x,x,,...,x,), X'=(X,X,,..,X )rasgele vektoriiniin gézlem

degeridir. Sonuglar1 daha iyi goriip ve kavramak icin 6zel olarak iki boyutlu ( p=2) durumunu

g0z Oniine alalim.

X'=(X,Y)olmak iizere, X rasgele vektoriin ortak olasilik fonksiyonu

fg(ﬁ):fx,y(xoY)
=P(X=xveY=y)
=PX=x,Y=y)

biciminde ya da daha genel olarak
fy(®) =P(X =x)

olarak da ifade edilir. Ortak olasilik fonksiyonu f ,(x,y)

i) V(x,y) i¢in fX,Y(XJ’)ZO

ii) ZZfX,Y(xay) =1

ozelliklerine sahiptir.



Ornek: X'=(X.Y) rasgel vektoriine iliskin ortak olasilik fonksiyonundan ortak olasiliklari

bulunuz.
y
Sry (X)) 0 1 2 3 Toplam
0 0.05 0.05 0.10 0.00 0.20
X 1 0.05 0.10 0.25 0.10 0.50
2 0.00 0.15 0.10 0.05 0.30
Toplam 0.10 0.30 0.45 0.15 1
Coziim:

P(X=0,Y=0)=f,,(0,00 PX=2Y=1)=/f,,(2]

=0.05 =0.15
drr.

Teorem : X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim ve olasilik fonksiyonlarindaki bilgi
esdegerdir. Bu durum p-boyutlu rasgele degiskenlere de genisletilebilir.
Ispat : (x,,7).(x,,¥,),... (X,Y)’nin olast degerleri olsun. Sfyvy(x,y) verildiginde

Fyy(x,y)= Z Z fyy(x,,y,) dir. Diger yandan Fy ,(x,y) verildiginde (X,Y) nin olasi bir

X <x y;<y

(x,,y,) degeri igin

fx,Y(x,-ay,'):P(X:xl-aYZyi)
=PX<x,Y=y)-P(X<x,Y=y)
=P(X<x,Y<y)-P(X<x,Y<y)-P(X<x,Y<y)+P(X<x,Y<y)
= X’Y(xi’yi)_01<ihrEOFX’Y(x"’yi _h)_ogrEOFx,y(xi _h’yi)+01<ihrEOFX’Y(xi —h,yl. _h)
dir.

Tanim: X ve Y kesikli rasgele degiskenlerine iligskin ortak dagilim fonksiyonu

Fyy (5, y)=F(x,y)
=P(X<x,Y<y)

bi¢iminde tanimlanir.



Bu dagilim fonksiyonu

Fey(op)= 2 2 PX=x.Y=)

{x X Sx} {y*:y*ﬁy}

= z z FX,Y(X*ay*)
x <xy <y

bi¢iminde verilir.

Ornek: Ornek 1 de verilen olasilik dagilimi icin F. vy(L2)=P(X <1,Y <2) degerini bulunuz.

y
Sry (X)) 0 1 2 3 Toplam
0 0.05 0.05 0.10 | 0.00 0.20
X 1 0.05 0.10 | 025 | 0.10 0.50
2 0.00 0.15 0.10 | 0.05 0.30
Toplam 0.10 030 | 045 | 0.15 1
Coziim:

Fy, (1,2)= P(X <1,Y <2)
=P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y =)+ P(X =0,Y =2)
+P(X=1,Y=0)+P(X =1,Y =)+ P(X =1,Y =2)
=0.05+0.05+0.10+0.05+0.10+0.25
=0.60

Marjinal Olasihik Fonksiyonlari

Sfyy(x,y) ortak olasilik fonksiyonu verildiginde X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal

(bireysel) olasilik fonksiyonlar1 bulunabilir.

Tamm: X kesikli bir rasgele degisken olmak iizere, X in olasilik fonksiyonu
fy(x)=P(X =x)

ile verilir. Genel olarak X'=(X,Y)vektoriiniin eleman1 X rasgele degiskeninin marjinal

olasilik fonksiyonu

P(X=x)=) P(X=x,Y=y) vyada f,(x)=) fp,(x,»)

olarak bulunur.



Benzer olarak Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu

PY=y)=) P(X=x,Y=Y) yada f,()=D fyy(x,»)

bigimindedir.

p-boyut igin genelleme yapilirsa, X' = (X, X,,..., X ) rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu

Fy(x)= FXI,X2 _____ X, (X),%)5000,X,)
olmak tizere X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

Fy(x)= lim Fy x,. Xp(xl’x2""’x‘fl’xi’xﬂl""ﬁxp)

i
X000, X 00X, >, X, >0

olarak verilmektedir. Benzer bigcimde X, ve X, rasgele degiskenlerinin ortak dagilim

fonksiyonu

in,xk(x,-,xk)= lim Fy x, X, (%) 5X5500, X))

X; ve x hari¢ diger tiim x—co 17727
olarak elde edilir.

X' =(X,,X,,..X ,)rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu

Se@ = fip o (65X,

.....

olmak tizere X, rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

fr)= 2 fi®

XY eresXj g 5 X ] peeesX

olarak elde edilir. Benzer bigcimde X, ve X, rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu

Sy x, (%) = z Sx(X)

x;ve x hari¢ diger
tiim x ler iizerinden toplam

olarak elde edilir. Ancak marjinal dagilim ve olasilik fonksiyonlarmdan X'=(X,,X,,...,X )

rasgele vektoriiniin ortak dagilim ve olasilik fonksiyonlart her zaman elde edilemez.



Ornek: Omek 1 de verilen ortak olasilik fonksiyonundan X ve Y rasgele degiskenlerinin

marjinal olasilik fonksiyonlarimi bulunuz.

y
Srr (%) 0 1 2 3 Toplam
0 0.05 0.05 | 0.10 | 0.00 0.20
x 1 0.05 0.10 | 025 | 0.10 0.50
2 0.00 | 0.15 | 0.10 | 0.05 0.30
Toplam 0.10 | 030 | 0.45 | 0.15 1
Coziim:

fX(xZO)ZZfX,Y(XZO’y)

zfx,Y(xzoay:0)+fx,Y(x:an:1)+fx,y(x:05y:2)+fx,y(x:07y23)
=0.05+0.05+0.10+0.00
=0.20

fX(le):ZfX,Y(x:Ly)

=fX,Y()C=1,y=0)+fX’Y(X=1,y=1)+fX,Y(X=1,y=2)+fX’Y(x=l,y=3)
=0.05+0.10+0.25+0.10
=0.50

fX(x=2)=ZfX’Y(x=2,y)

:fX,Y(x:25)7:O)+fx,y(x:2ay:1)+fx,y(x:2ay:2)+fx,y(x:2ay:3)
=0.00+0.15+0.10+0.05
=0.30

olmak {izere X rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu,

X 0 1 2
Sy (%) 0.20 | 0.50 | 0.30 1

olarak elde edilir.



Benzer sekilde

fr(y=0)= fo,y(xay =0)

=fx,y(x:an:O)+fx,Y(x:lay 20)+fX,Y(X=2,y=0)
=0.05+0.05+0.00
=0.10

fr(y=1 ZZfX,Y(x7y =1)

:fX,Y(xzo’y :1)+fX’Y(x:1,y:1)+fX,Y(x=2,y =1)
=0.05+0.10+0.15
=0.30

fr(y=2) :fo,y(xayzz)

:fX,Y(xzoay: 2)+fX,Y(x:l’y:2)+fX,Y(x:2’y:2)
=0.10+0.25+0.10
=045

fy(y:3):Z_:fX,Y(xay:3)

=fx,y(x:an:3)+fx,y(x:11y :3)+fx,y(x:27y:3)
=0.00+0.10+0.05
=0.15

olmak tizere Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu,

y 0 1 2 3
1 (») 0.10 | 0.30 | 0.45 | 0.15 1

olarak elde edilir.
Kosullu Olasihik Fonksiyonlari

Tamm: X ve Y ortak olasilik fonksiyonu f) ,(x,y) olan kesikli rasgele degiskenler olsun. ¥ nin

y degerini aldig1 verildiginde. X in kosullu olasilik fonksiyonu



Sen(x/y)=P(X =x/Y =y)
:P(sz,Y:y)
P(Y =y)

fXY(x:y)
Ll g 0
Loy o T

dir. f,(y)=0i¢in f, ,(x,y)tammsizdir. Benzer bicimde X’in x degerini aldig1 verildiginde,

Y’nin kosullu olasilik fonksiyonu

Srx(/x)=P(Y =y/ X =x)
_PY=y,X=x)
P(Y =y)

. Sry(X,9)
w20

dir ve f,(x)=0i¢in f ,(x,y)tammsizdir.

fyy(x/y) kosullu olasilik fonksiyonu x’in bir fonksiyonudur. Genelde y sabit degerdir.
Ornegin f,,,(x/Y =-2) veya f,,(x/Y =3)dir. Burada x bir degiskendir ve X’in tiim
degerlerini alir.

X ve Y kesikli rasgele degiskenler oldugundan, bu degiskenler bir cok degere sahiptir. Yani .X;

X, X,,... V€ V|,),,... sabit degerlerini alabilirler. f, (x)>0ise belirli bir 7 i¢cin x=x, ve

fy(x))=P(X =x;) dir. Aymi sekilde f,,(x,,y,)=P(X =x,,Y =y,) dir. Boylece,

JX=x,Y=y))

S y;) =

f(Y:y/)
_P(X=x,Y=y))
- P(Y=y)

=P(X=x/Y=y,)

dir. f,,(x/y) kesikli kosullu olasilik fonksiyonudur ve kesikli olasilik fonksiyonunun

ozelliklerine sahiptir.

Yani,

i) fy,y(x/y) ve f,(y)negatif olmadigindan, f, ,(x/y) de biitiin x ve y i¢in pozitiftir.



ZfX/y(x,- U/):ZM

i Sy ()

_ 1
fr ()
1

Sr»)
=1

dir. Burada X’in alacagi tiim degerler iizerinden toplam alinmistir. Yani X" in marjinal olasilik

fonksiyonu, Y’nin olas1 tiim degerleri {izerinden, X ve Y’nin ortak olasilik fonksiyonunun

toplamindan elde edilmistir.

degerlerinin nasil dagildigin1 verir. Y =y verildiginde, X’in kosullu dagilim fonksiyonu,

kesikli olasilik ve dagilim fonksiyonu arasindaki iliskiden iki ortak kesikli rasgele degisken i¢in

belirlenebilir.

Tamim: X ve Y ortak kesikli rasgele degiskenler ise Y =y verildiginde, X’in kosullu dagilim

fonksiyonu f,(») >0 igin,

ZfX,Y(xi’y)

i

fyy(x/y)fonksiyonu Y’nin verilen bir y degeri i¢in X’in

Sr»)

Fyy(x/y)=P(X <x/Y=y)

bigiminde tanimlanir ve

Fyy(x/y)= Z Sy (X 1y)

{ixi<x

dir.

Ornek: Ornek 1 de ¥ =2 verildiginde X in kosullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.

Yy
Sry (X)) 0 1 2 3 Toplam
0 0.05 0.05 0.10 0.00 0.20
X 1 0.05 0.10 0.25 0.10 0.50
2 0.00 0.15 0.10 0.05 0.30
Toplam 0.10 0.30 0.45 0.15 1




Coziim: Y =2 verildiginde X’in kosullu olasilik fonksiyonunu,

X 0 1 2 Toplam
fen(x/y=2) [ 010 2] 025 5]010 2| 1
5 9 45 9 5 9
olarak bulunur, burada Sur(¥=0,y=2) _0.10_2 ir.
fr(y=2) 45 9

Benzer sekilde X =0 verildiginde Y’ nin kosullu olasilik fonksiyonunu,

y 0 1 2 3 Toplam
Srx(@/x=0)] 005 _ 11005 11010 _ 2 0.00_0 1
020 4] 020 4020 4| 0.20

Syx(x=0,y=0) 0.05

olarak bulunur, burada = 1
fy(x=0) 020 4

dir.

Tamm : X'=(X,X,,..X,) p-boyutlu bir rasgele vektor, X =(X,,X,,...,X,) ve

X =(X X oo X)), X' = (X, X,

10X X ,) vektortiniin ortak olmayan iki kiimesi olsun.

X =(X;,X,,,....X ) s-boyutlu rasgele vektoriin x| =(x,,X;,,...,x,) degerleri verildiginde,
X =(X,,X,,...,X,) r-boyutlu rasgele vektoriin kosullu dagilimi

! / — f)*('(Z')
T (& /%)= Sy (X5)

veya

fxtl,xlz,.u,x,r,xﬂ,X»,z,u.,Xp. (X5 Xy ey Xy X115 X 3500 X )

fX”,X,ﬂz,.u,X,.,/X/l,X/»z,“.,Xﬂ (Xi15 X3 50005 X, /leasz’---,xjs) =
fxll,sz,.“,xﬁ, (le 5X 55000 xjs)

bi¢iminde tanimlanir.



Ornek: X'=(X,,X,,X,,X,,X,) kesikli rasgele vektrii i¢in;

a. X =X, X, X,)=(X,X,,X,) ve X, =(X,,X;,) =(X;, X;) alindiginda

1°

b. X, =(X,,X,)=(X.X,) ve X, =(X,,X;,) =(X;, X;) alindiginda

f)!’(zy) ’
fg;(&;)

1 elde ediniz.

fg{;/)g; (5: /Xl) =

Coziim:

ooy S &)
2 f X, (3;:2)

fxl,xz X3, X, Xy (%, X, X3, Xy, X5)

Sy, (35 %5)

a) f X' /X (X5 /%

le,XZ,X4/X3,X5 (0, %5, Xy / X3, X5) =

dir ve

S (X))
fX.v’:Z (5222)

Sy, x, (X1 X5 X5, X5)
le,XZ/X3,X5(x1’x2/'x3’x5): B
fX3,X5 (X3,X5)

b) f)g;zz/ggzz (X, /X(,) =

olarak elde edilir.

Ornek: Bir bocek bir yaprak iizerine yumurtalarini birakmustir. X rasgele degiskeni, bocegin

biraktig1 yumurta sayisin1 gostersin ve dagilimi X ~ P(A) olsun. Birakilan her yumurtanin

digerlerinden bagimsiz olarak hayatta kalmasi olasilif1 p olsun. Y rasgele degiskeni hayatta

kalan yumurtalarin sayisini géstermek {izere

a) Xve Yrasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonunu

b) Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu

bulunuz.



Coziim:

a) Yumurtalarin verilen sabit bir x sayis1 i¢in, digerlerinden bagimsiz olarak hayatta kalma
olasilig1 p dir. Boylece x yumurta sayisi ile ise baslanir ise Y ~ Binom(x, p) dir.
Buradan X = x verildiginde, ¥’nin kosullu dagilimi (Y / X = x) ~ Binom(x, p) dir. Yani
(Y / X))~ Binom(X, p) dir. Boylece

Jrx(/x)=PY =y/ X =x)

:(xjpy(l—p))fy b y:OD]"""x
y

olur. Ayrica

Jry(6y)=P(X =x,Y =y)
=PY =y/X =x,)P(X =x)

= frx (/1 X) [y (x)
e A
dir. X ~ P(1) oldugundan f, (x)= > x=0,1,... dir. Buradan,
x!
X . e—ﬂ/lx
fX,y(an’):[ jpy(l—p)' S
v x!
x! et A
x=y
TS ,p( B2
_pd=p) Cx=0,1,... , y=0,1,...,x

(x=y)y!

b)

Sy () :ifx,y(xay)

x—y —ﬂ, X
dir. _Zp A=p) e 2

_pet HU-p) A
y' x=y (x_J’)'

m = (x—y) alinirsa



fy(y)— ot 3 U AT

m=0 (m)!
Ap) o A
( p) ,,,Z::‘)( ((mﬁ))

_ (ﬂ,p) ot etP)

dir. Ayrica x < y i¢in f, ,(x,y)=0.Buradan, Y’nin marjinal dagihm1 Y ~ P(4p) dir.



