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7.4. AYRIK FOURIER DONUSUMU

7.4.1. Zaman-sinirl Verilerin Ayrik Fourier Déniigimii

At aralklart ile o6rneklenmis bir sayisal verinin Fourier Doénidsimini hesaplamak igin
dikdortgenlere yaklastirma ydntemi ile sayisal integrasyon uygulanabilir (EK 1, sayfa 423). izleyen,

G(f) = | g(t)exp(~i2xft) dt

Fourier donusimi bagintisinda, t degiskeni yerine k.At yazilir ve belirli integral toplama
dénustirilerek At ile garpilir. Bu islem ile G(f) yerine ona bir yaklasimi veren G'(f)
hesaplanmaktadir:

G'(f)=At 3 g(k.At)exp(—i2xfk.At). (7.4.1)
k=—0

Olglilen verinin sinirli sayida olmasi nedeni ile yukaridaki toplamin, k =—-w ile 4+ araliginda
gerceklestirimesi olanakl degildir. Eger, p adet sayisal veri negatif yatay eksen, r adet sayisal
veri pozitif yatay eksen degerlerinde tanimli ise (7.4.1) toplami,

G (f)=At 3 g(k.At)exp(~i2xfk.At) (7.4.2)
k==p

olarak yazilabilir. Burada, g(k.At) sayisal verisi, —p.At degerinden daha klUgUk ve r.At
degerinden daha buyik zaman degerleri igin sifira yaklasmahdir:

g(k.At)=0 t <-p.at ve t 2= rat.

Sayisal veri, yukarida verilen zaman-sinirli olma kosulunu saglar ise (7.4.2) ile verilen sayisal
integrasyon bagintisi surekli Fourier donlisuimune yeterli bir yaklagim Uretir. (7.4.2) toplami ‘Ayrik
Fourier Déniigiimii (AFT) olarak adlandirilir.

Cesitli frekans degerlerine karsilik gelen Fourier dontsimlerini sayisal olarak hesaplayabilmek icin
her frekans degerinde (7.4.2) toplami yeniden hesaplanmalidir. Kullanilacak en kiguk ve buyuk
frekans degerleri,

—f, <X <FB <+f,

kosulunu saglamalidir. Esit aralikli érneklenmis frekanslarda mf adet sayisal Fourier dénisim
hesaplamak igin frekans bdlgesi 6rnekleme arahgi

Af = (F8 = F5) /(mf —1)

olarak verilebilir. Genellikle f* negatif bir deger, f° onun mutlak degeri ya da f* sifir ve f°
Nyquist frekansindan kiiglik veya ona esit herhangi bir deder olarak segilebilir. Boylelikle, (7.4.2)
bagintisindaki frekans degerleri,

f =<
. =f +Af j=1,..., mf -1

j+1
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islemleri ile hesaplanabilir. exp(-zt®) fonksiyonundan sayisallagtirilan sinama verisi, Cizelge
7.4.1de verilmis ve Sekil 7.4.1a’da gorintllenmigtir. At =0.25 olarak alindijindan, Nyquist
frekansi 2 Hz dir. Fourier donisimi —2 ve 2 Hz arasinda 21 frekansta hesaplanmis ve Cizelge
7.4.2'de verilmistir. Sekil 7.4.1b’de, sayisal Fourier déntisimdu ile hesaplanan degerler ¢arpi isareti,
exp(-nt?) fonksiyonunun Fourier déniisimi olan exp(-zf?) fonksiyonu ise sirekli gizgi ile
gosterilmistir. Her ikisi arasinda uyum olmasi, ayrik Fourier donisimunin dogru sonug urettigini
g6stermektedir. Hesap makinesi veya karmasik sayilar kullanmayan programlama dilleri ile islem

yapmak i¢in (7.4.2) bagintisinda Ustel fonksiyon yerine Euler bagintisindan trigonometrik karsihgi
yazilabilir:

G'(f)=4t 3 g(k.At)(cos(2xfk.At)—i sin(2zfk.At)).
k==p

Gercel ve sanal bolumler ayri toplamlar ile gosterilir ise izleyen sonuglar elde edilir:

R(f)= At S g(k.At)cos(2xfk.At), (7.4.3)
k=p
I(f)=—At S g(k.At)sin(2xfk.At). (7.4.4)
k=-p
(@)
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Sekil 7.4.1. (a) exp(-nt®) fonksiyonunun sayisallastiriimasi (siyah daireler). (b) Ayrik Fourier
Déniisiimii ile hesaplanan degerler (¢arpi isaretleri) ve exp(—xzf?) fonksiyonu (siirekli ¢izgi).
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Cizelge 7.4.1. Gaussian fonksiyonundan sayisallastirilan veri.

t exp(-nt?)
-1.50 0.000851438
-1.25 0.00738179
-1.00 0.0432139
-0.75 0.170820
-0.50 0.455938
-0.25 0.821725

0.00 1.00000
0.25 0.821725
0.50 0.455938
0.75 0.170820
1.00 0.0432139
1.25 0.00738179
1.50 0.000851438

Gizelge 7.4.2. Sayisal Fourier doniisiimii ile hesaplanan G (f)
ve kuramsal genlik degerleri G(f).

f G'(f) G(f)
2.0 0.00017 3.48734 E-6
-1.8 0.00085 3.79682 E-5
-1.6 0.00048 0.000321512
1.4 0.00197 0.0021175
1.2 0.01075 0.0108467
-1.0 0.04342 0.043214
-0.8 0.13386 0.133906
-0.6 0.32251 0.322719
-0.4 0.60510 0.604923
-0.2 0.88199 0.881912
0.0 0.99975 1
0.2 0.88199 0.881911
0.4 0.60510 0.604922
0.6 0.32251 0.322719
0.8 0.13386 0.133906

1.0 0.04342 0.0432139
1.2 0.01075 0.0108467
1.4 0.00197 0.00211749
1.6 0.00048 0.00032151
1.8 0.00085 3.79681 E-5
2.0 0.00017 3.48733 E-6
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Ornek olarak, Cizelge 7.4.1°de verilen zaman verisinden, 0.4 Hz frekansina karsilik gelen izge
degerleri hesaplanmak istenir ise gergel bilesen i¢in

R(0.4)=0.25 3 g(k.0.25).cos(270.4k.0.25)=0.25 3 g(k.0.25).cos(0.27.k)
k=—6 k=—6

yazilabilir. Toplama ifadesi acilarak,

g(-1.5).cos(-1.2x)+g(-1.25).cos(-x )+ g(—1).cos(-0.8x)
+9(-0.75).cos(—0.6x )+ g(—-0.5).cos(-0.4x )+ g(—0.25).cos(-0.2x)
R(0.4)=0.25 <+g(0).cos(0)+g(0.25).cos(0.2x)+g(0.5).cos(0.4r)
+9(0.75).cos(0.6x )+ g(1).cos(0.8x )+ g(1.25).cos(r)
+9(1.5).cos(1.2x)

bulunur. g(t) degerlerinin Cizelge 7.4.1’den alinarak, hesap isleminin yapilmasi ile

R(0.4)=0.60510

elde edilebilir. Burada verilen 6rnekte hem g(t) hem de kosinus ¢ift fonksiyon oldugundan, —0.4 Hz
frekansi igin

R(-0.4)=0.60510

elde edilir. Buradan, gergel bilesenin cift bir veri olusturacagi gorilebilir. Benzer olarak sanal
bilesen igin

g(-1.5).sin(-1.2z)+g(-1.25).sin(-x )+ g(—1).sin(-0.8x)
+9(-0.75).sin(-0.6 ) + g(-0.5).sin(-0.4x ) + g(—0.25).sin(-0.2r)
+9(0).sin(0)+g(0.25).sin(0.27 )+ g(0.5).sin(0.4x )+ g(0.75).sin(0.6 )
+9(1).sin(0.87 )+ g(1.25).sin(x)+ g(1.5).sin(1.2r)

1(0.4) = 0.25

yazilabilir. Sinus tek bir fonksiyon
sin(-1.2z)=-sin(1.2r)

oldugundan, yukaridaki toplamin sonucu sifirdir. Diger frekans degerlerinde de benzer olarak
sanal bilesen icin sifir bulunur. Cift bir fonksiyon olan gergel bilegenin genlik izgesi de cift veri
olarak elde edilir (Sekil 7.4.1b).

Dogada birgok slreg, frekanslari genig bir aralikta bulunan siniizoidallerden olusmaktadir. Ornegin
deprem hareketini olusturan dalgalarin frekanslari ¢ok kiiclk ve ¢ok buyuk degerler alabilmektedir.
Bu gibi durumlarda, frekans ekseni logaritmik alinarak genis bir frekans bandindaki olaylarin genlik
izgesinin gosterimi kolaylastirilir. Hesaplama icin logaritmik yatay eksen segilir ise en kuglik ve en
bayuk frekanslarin her ikisi de arti degerli segilir ve izgenin sadece arti frekansl bolumu
goruntulenir. Zaman verisi gercel bir fonksiyon ise genlik izgesinin ¢ift ve evre izgesinin tek olacagi
onceden bilinmektedir. Logaritmik eksen Uzerinde esit aralikli veri elde etmek igin mf veri sayisi ve
Ay logaritmik uzaydaki 6érnekleme arali§i olmak lGzere izleyen esitlik yazilabilir:

_In(f®)~In(f¥)

A
y mf —1

(7.4.5)
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Buradan, hesaplamanin yapilacagi frekans degerleri

f,=f"
(7.4.6)
In(f,.;)=In(f;) + Ay j=1,...,mf -1

bagintisindan bulunabilir. Bu bagintinin her iki yaninin Ustel fonksiyonu alinir ise
fL. =exp[In(f;)+ Ay | =f, exp(4y)

elde edilir ve logaritmik eksen Uzerinde esit araliklar ile ilerleyebilmek icin bir dnceki degisken
degerini bir sabit ile garpmak gerektigi gorilebilir. O halde,

d=exp(Ay) (7.4.7)
olmak Uzere hesaplamalarda kullanilacak frekans degerleri
f,=df

J+

bagintisi ile bulunabilir. d 6rnekleme g¢arpaninin degerini bulmak igin, (7.4.5) bagintisinda Ay,
(7.4.7) bagintisinda yerine yazilir ise

d=exp(Ay)=exp {%} =exp {%} (7.4.8)
ve

a’ = exp[b.In(a)] (7.4.9)
Ozelliginden,

a=[re/ <] (7.4.10)

elde edilir. Bilgisayarlar Ust alma islemini (7.4.9) bagintisinin sag yanindan gergeklestirdigi icin
(7.4.8) ve (7.4.10) bagintilari hesaplama agisindan da 6zdestir. Eder, logaritmik eksenin her bir
onluk dénemindeki (1, 10, 100 vs) drneklenen veri sayisi dnceden belirlenmek istenir ise, M bir
onluk dénemdeki veri sayisi olmak Uzere, logaritmik uzaydaki 6rnekleme arahgi,

Ay =In(10)/ M

olarak tanimlanabilir. Boylece, 6rnekleme c¢arpani izleyen baginti ile hesap edilebilir:

1
d=exp(dy)= exp[LAzlo)} =10M |

Logaritmik yatay eksen kullanilarak Ayrik Fourier DéntsimU hesaplanmasina 6rnek olarak, 12
Kasim 1999 Diizce depreminde Afet isleri Genel Midirligi'ne ait Diizce ve Bolu istasyonlarinda
kayit edilen ivme verilerinin Fourier donlisuimu verilecektir. Sekil 7.4.2'de, dogu-bati ve kuzey-
glney bilesenlerine ait 15 saniye sureli kayitlar sirasi ile Dizce ve Bolu igin gérintilenmistir.
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Dusey bilesen hem kugik genlik degerlerinden olustugundan hem de hasar agisindan daha az
onemli oldugundan ele alinmamistir. Kayit P dalgasinin istasyona varigi ile baglamakta ve belirli bir
sure sadece P dalgasi izlenmektedir. Daha sonra kuvvetli S hareketi g6zlenmekte ve zamanin
ilerlemesi ile deprem sona ermektedir. Depremler zaman-sinirli veri Uretmektedir. Bu nedenle
hesaplama icin zaman-sinirli bir verinin Fourier dontsimi bagintisi kullanilabilir. Sekil 7.4.3’de her
bilesenin Ayrik Fourier Donigumu( gorulmektedir. En kiguk frekans 0.1 Hz ve en buyuk frekans 10
Hz olarak alinmis ve frekans araliklari logaritmik eksen boyunca esit olacak sekilde 1001 frekans
degerinde genlik hesaplanmistir. Aralik ¢ok kiguk alindigi i¢in hesaplanan genlik degerleri nokta
veya baska bir simge ile isaretlenmeyerek sirekli ¢izgi ile gosterilmistir. Sekilde depremi olusturan
dalgalarin genliklerinin, frekans ile degisimi goruntilenmektedir. Duzce ve Bolu’ya ait izgenin
kargilastirilmasindan bu istasyonlara ulasan dalgalarin farkli frekans igeriginde oldugu
anlasiimaktadir. izgelerin hasar agisindan yorumu Basokur ve dig. (2003) tarafindan yapiimis olup,
bu kitabin konusu disindadir.

Bilgisayar programlama dilleri i¢in uygun bir toplam ifadesi i¢in zaman degerleri t, = k.At ve bu
degerlere karsilik gelen veri degerleri g, =g(k.At) sira numaral dizi elemanlari ile gosterilir ise
gergel ve sanal bilesenler,

N .

R, =4t égk.cos(Zfz@.tk) Jj=1,....mf (7.4.11)
N . .

[, =-At k;gk.sm(bzfj.tk) J=1,....mf (7.4.12)

olarak verilebilir. Burada, N zaman verisinin sayisidir. Sayisal Fourier dénlisimini hesaplayan bir
program parcasi, zaman degerleri T() gibi ve bu zaman degerlerine karsilik gelen él¢llen veri G()
dizisi ile bellege yazilmis ise izleyen sekildedir. FORTRAN programlama dili igin

DO J =1, MF

FF = F(J)

SR=0.

SI=0.
DOK=1,N
SR = SR + G(K) * COS(2. * Pl * T(K) * FF)
SI = SI + G(K) * SIN(2. * Pl * T(K) * FF)
END DO

GERCEL(J) = DT * SR

SANAL(J) =-DT *SI

END DO

yazilabilir. Burada, N ve MF sirasi ile zaman ve frekans bolgesinde veri sayilaridir. 7 sayisinin
degeri,

7 =4. arctg(1)
PI=4.*ATAN(1.)

isleminden hesaplanabilir. DT degiskeni, 6rnekleme araligini géstermektedir.
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Sekil 7.4.2. Diizce ve Bolu istasyonlarinda 12 Kasim 1999 Diizce depremi ivme kayitlari
(Afet Isleri Genel Miidlirltigi).
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Sekil 7.4.3. Dlizce ve Bolu istasyonlarinda 12 Kasim 1999 Dlizce depremi ivme kayitlarinin
Ayrik Fourier Déniigtimleri (Basokur ve dig., 2003).



