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7.4.2. Donemsel Verilerin Ayrik Fourier Dénigiimii

Zaman-sinirh verilerin dl¢tl araliginin disinda sifir oldugu veya sifira yaklastigi varsayilmasina
ragmen donemsel veriler igin bu tir bir 6n kabul yapilamaz. Sinirli sayida 6rnek ile temsil edilen
donemsel verilerin, 6lcim arahginin digindaki degerleri sifir degildir. Bu nedenle, zaman-sinirli
veriler igin sayisal integrasyon kavramindan tiretilen baginti dénemsel veriler i¢in kullanilamaz.
Dénemsel verilerin ayrik Fourier donlisimunin hesaplanmasinda surekli Fourier donisimi ve
evrigim kuramlarindan turetilen farkli bir yol izlenir.

Ayrik Fourier dénusimdndn amaci, surekli g(t) fonksiyonunun Fourier donisimi olan G(f)
fonksiyonunu, g(k.At) sayisal veri degerlerinden hesaplamaktir. Daha dnce sayisal verinin, sirekli
veri ile tarak fonksiyonunun carpimindan elde edildigi gdsteriimis ve (7.1.7) bagintisi ile sayisal
verinin Fourier déntisimd bulunmustu:

gs(t)=g(t)tar(k.At) <> Gs(f) = G(f)* ﬁtar(mﬁ} . (7.4.11)

Burada G(f)ve Gg(f)sirasi ile surekli ve sayisal verilerin Fourier déntsumleridir. Yukaridaki
bagdintidan, sayisal verinin Fourier dénisimunun, sirekli verinin Fourier dénisimi olan G(f)

fonksiyonunun 1/ At ile garpilmasina ve 1/ At araliklari ile sonsuz kez yinelenmesine esit oldugu
anlagilimaktadir. Ornegin, Sekil 7.4.4a’da verilen, genligi birim ve frekansi 5 Hz olan

g(t)= cos(2rx5t) (7.4.12)

sinlzoidalinin, Fourier Donisimu
G(f)=0.56(f+5)+0.5 5(f-5) (7.4.13)

ile verilir ve Sekil 7.4.4d’de goéruntulenmigtir. Sarekli fonksiyon, Sekil 7.4.4b’de verilen At =0.02
ornekleme aralikli tarak fonksiyonu ile carpildiginda, Sekil 7.4.4c’de gorintilenen g(k. At ) sayisal
veri degerleri elde edilmektedir. Tarak fonksiyonunun Fourier déntisimu olan frekans bdlgesindeki
tarak fonksiyonunun vyuksekligi 7/ At=50 birim ve frekans bdlgesindeki &rnekleme aralgi
Af =1/ At =50 Hz olur (Sekil 7.4.4e). Bu tarak fonksiyonunun, G(f) ile evrigimi sifir frekansinin ve
50 hertz degerinin tam katlarinin, 5 Hz sag ve sol yaninda var olan ve yiksekligi 25 birim olan bir
fonksiyon Uretir (Sekil 7.4.4f). Bu fonksiyon, (7.4.11) bagintisinda verildigi Uzere sayisal verinin
Fourier dontstumudur:

Gy(f)=G(f)* {% tar (m %ﬂ = ij: gs(t).exp(—i2xft) dt . (7.4.14)

Sayisal veri, sadece k.At yatay eksen degerlerinde belirli oldugundan, integral yerine toplam
ifadesi yazilabilir:

Gy(f)=G(f)* {% tar (m %ﬂ = k:z: g(k.At).exp(—i2nf k.At). (7.4.15)

Bu denklemdeki tarak fonksiyonu,

M tar(m. 1y = 5 S(F=m/ )
A4 At m

7.4.16
t = At ( )

olarak tanimlidir. Bu nedenle, (7.4.15) bagintisi izleyen bicimde yazilabilir:
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S(f-m/ At)

Gy(f)=G(f)* 5 ]

= 3 g(kAt)exp(—i2xfkAt).
k=—x0

Tarak fonksiyonu ile evrigimin bir sonucu olarak, (-f,; +f,) araliinin diginda izge degerleri
yinelendiginden sadece m=0 igin islem yapmak yeterlidir:

Gs(f):G(f)*% = ¥ g(kAt)exp(~i2zfkAt). (7.4.17)

Birim impuls ile evrisim bir fonksiyonun kendisini Urettiginden,

Gs(f):% =k:z: g(kAt).exp(—i2xfkAt) (7.4.18)

elde edilir. Sayisal Fourier donisimu bagintisi igin yukaridaki denklemin her iki yani drnekleme
arali@i ile carpilir ve sonucun G(f) yerine ona bir yaklasimi veren G (f) degerlerini verecegi g6z
onlne alinir ise (7.4.18) esitliginden, izleyen baginti yazilabilir:

G(f) =4t S g(kAt)exp(—i2zfkAt).
k=—0

(a) (d) G(f)
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Sekil 7.4.4. Sonsuz adet bireyden olusan sayisal veri ve onun Fourier Déniigtimi (f, = 5 Hz).



272

Bu sonug, daha 6nce sayisal integrasyon bagintisi ile elde edilen (7.4.1) bagintisi ile aynidir.
Fourier doéntsumindn dzellikleri kullanilarak yeniden kanitlanmistir. Bu c¢ikarimda, frekans
bdlgesinde tarak fonksiyonu ile evrisimin bir sonucu olarak olugsan 7/ At oranindaki genlik
azalmasini dengelemek icin toplamin sonucu érnekleme araligi ile carpilmaktadir. (7.4.1) bagintisi
ile Nyquist frekansindan daha bulylk frekanslarda izge degerleri hesaplanmaya calisilir ise g bir
tamsayi olmak Uzere file f  q.2f, frekanslarinda ayni izge degerleri elde edilir, yani (-f,; +1,)

araligindaki izge degerleri sonsuz kez yinelenir (Sekil 7.4.4f). Zaman sinirli veriler i¢in (7.4.1)
bagintisi yerine belirli sayida verinin islem goérdagi (7.4.2) toplaminin kullaniimasi bir sorun
olugturmaz. Ancak, doénemsel veriler igin (7.4.1) toplaminin sinirh sayida veri kullanilarak
yurdtilmesi genlik de@erlerinin dogru olarak hesaplanmasini olanaksizlastirir. Clinkid dénemsel
veriler dlgulerin baslangig-bitis araliyi disinda da var olurlar. Dénemsel bir verinin sinirli sayida
ornek ile betimlenmesi, 6l¢l slresi uzunlugunda bir dikdértgen ile verinin ¢arpiimasina ézdestir ve
bu olgunun genlikler Gzerindeki etkisi giderilmelidir.

Sekil 7.4.4c’'de verilen ve sonsuz Ornekten olustugu varsayilan sayisal veri ve onun Fourier
donusuma sirasi ile Sekil 7.4.5a ve 7.4.5d’da yeniden goruntilenmigtir. Donemsel bir verinin ayrik
Fourier donuasimu icin belirli sayida veri kullanmak, verinin Sekil 7.4.5b’deki gibi bir dikdortgen
fonksiyon ile ¢arpilmasina kargilik gelir. Bu ¢arpma sonucunda, Sekil 7.4.5c’de goérulen, sinirh
saylda orneklenmis degerden olusan zaman verisi elde edilir. Bu iglemlerin frekans boélgesindeki
karsiligini belirlemek amaci ile Sekil 7.4.5e’de, dikdértgen fonksiyonun Fourier dénidsimi
verilmigtir. Dikdortgen fonksiyonun kesim noktasinin At drnekleme araliginin tam katlarina kargilik
gelmemesi icin zaman bolgesinde, N=2n+1 sayida verinin

-n.At,..., =2, -1, 0,1, 2,..., n.At (7.4.19)
yatay eksen dederlerinde drneklendigi dusundlir ise dikdértgen fonksiyonunun kesim noktalari
T,=nAt+4t/2;, -T,=-nAt-At/2; 2T, =(2n+1).4t =N.At (7.4.20)

olarak tanimlanir. Bu segimin nedeni, dikdortgen fonksiyonunun kesim noktasindaki genlik
degerinin 0.5 birim olmasidir. Sekil 7.4.5a ve 7.4.5d’de daha 6nce ele alinan sayisal veri ve onun
Fourier dontsumu gosterilmistir. Zaman verisinden negatif ve pozitif zamanlar i¢in 50 ser adet veri
kullaniimak istenir ise sifir zamanindaki veriyi de icermek Gzere 101 adet sayisal veri elde edilir. Bu
veri sayisi, 6rnekleme araligi At = 0.02 saniye oldugundan, toplam 2 saniye 6l¢u siresine karsilik
gelir. Bu durumda, n=50 oldugundan, (7.4.20) bagintisindan (T, =1.01) olarak hesaplanabilir.

Sekil 7.4.5b’de 2T, genigligindeki dikdortgen fonksiyon ve $ekil 7.4.5e’de onun Fourier dontigimu

go6rilmektedir. Zaman bdlgesinde dikdértgen fonksiyon ile ¢arpma, frekans bdlgesinde evrisime
karsilik geldiginden, (7.4.18) esitligi g6z 6nlne alinarak izleyen déntsum cifti elde edilir:

sin(2xT,f)
2xT,f )

(7.4.18) esitliginden, sayisal verinin Fourier donisumu yerine sudrekli fonksiyonun Fourier
doénlsumin yazilmasi ve (7.4.20) 6zelligi kullanilarak izleyen déntsim cifti yazilabilir:

. Sin(2xT f
gs(t) rect(T,) < Gy(f) %

= 2T, G, (f)* (7.4.21)

gs(t) rect(T,) (—)%G(f)*

sin(2xT,f) N
27T, f

sin(2xT,f)

[G(” AT

j=~e;m.

Bu baginti, zaman bdlgesinde veri sayisinin sinirlandiriimasinin frekans bdlgesinde sinc ile
evrisime Kkarsilik geldigini gostermektedir. Bu sonug, g.(t) rect(T,) verisinin yani sinirli sayida

ornek ile temsil edilen doénemsel verinin, sayisal Fourier doénisiminin (G (f))
hesaplanamayacagini, ancak ona bir yaklasimi veren
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Sekil 7.4.5. Dénemsel bir verinin Fourier Déniigiimii ve enerji sizmasinin olusmasi. G(f) yerine
G, (f) elde edilmektedir (At =0.02, N=101).
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sin(2xT,f)

G, (f)= G(f) * 2T f

(7.4.22)

degerlerinin hesaplanmasinin ise olanakh oldugunu gdstermektedir. Bu sonug¢, dénemsel veriler
kullanildiginda, frekans bolgesinde gergek genlikleri hesaplamak igin (7.4.17) toplamini sadece At
ornekleme aralig1 ile garpmanin yeterli olmadigini, ayrica 27, ile de bdolmek gerektigini
gostermektedir. 2T, ile bolme zorunlulugu Sekil 7.4.5e’de gorildigu gibi frekans bolgesinde 2T,
ylksekligindeki sinc fonksiyonu ile evrigsim igleminden kaynaklanmaktadir. Burada, 2T, = N.At
olarak segildiginden, (7.4.21) ve (7.4.22) bagintilarindan,

gs(t) rect(T,) <> N.G,(f)= én g(k.At).exp(—i2nf k.At) (7.4.23)

doénisum cifti elde edilebilir (Sekil 7.4.5f). Buradan sayisal hesaplama igin uygun bir baginti izleyen
sekilde bulunabilir:

G;(f):% ki g(k.At).rect(T, ).exp(—i2xf k.At ).

Dénemsel bir verinin sayisal Fourier dontisuma sinirli sayida veri ile hesaplandigindan, yukaridaki
bagintida dikdortgen fonksiyon kaldirilarak, toplamin sinirlari (7.4.19) goésteriminde verilen
siralamaya uygun olarak

7

Ga(f) = S g(k.At).exp(—i2xf k.At) (7.4.24)
k=-n

seklinde yazilabilir. Bu denklem zaman-sinirli ve dénemsel verilerin sayisal Fourier déntsimlerinin
ayni toplamdan yararlandigini, ancak farkh carpanlari oldugunu goéstermektedir. Toplamin veri
sayisina bollnerek, dogru genliklerin elde edilmesi $ekil 7.4.5g°de gorintilenmigtir.

Donemsel verilerin Fourier donusumlerinin T, suresine bagimli olacagi (7.4.22) bagintisinda
aclkca gorulmektedir. T, slresi uzar ise zaman bolgesinde dikddrtgen fonksiyonu genisleyecek,
frekans bolgesinde ise sinc fonksiyonu daralacaktir. Eger T, sonsuz buyur ise sinc fonksiyonu
birim impulsa yaklagir ve birim impuls ile evrigsim bir fonksiyonun kendisini vereceginden G, (f) ve
G(f) birbirine esit olur. Sonsuz adet veri ile galismak s6z konusu olamayacagindan, G(f)
degerlerinin de hi¢ bir zaman elde edilemeyecegi aciktir. Frekans bdlgesinde fonksiyonun bant-
sinirli olmasi da bu sorunu gideremeyecektir. G(f) yerine, onun sinc ile evrigsimi olan G,(f)
degerlerinin elde edilmesine enerji sizmasi veya Kisaca sizma adi verilir.

7.4.3. Frekans Ornekleme Araligi ve Enerji Sizmasi

Sekil 7.4.5¢c’de verilen sinirli sayidaki dénemsel veriden, (7.4.24) bagintisi ile hesaplanan sayisal
Fourier donisimu sonuglari, Sekil 7.4.6a’da sadece (—10; 10) Hz araliginda gosterilmistir. Frekans
bélgesindeki veri de 101 frekansta hesaplanmistir. Ornekleme arali@i At =0.02 saniye oldugundan,
Nyquist frekansi 25 Hz'dir. Frekans bolgesinde 101 veri 6rneklendigi igin

2y —5—0=0.5 Hz

Af = =
N-1 100
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olarak elde edilebilir. Sekil 7.4.6a'da, hesaplanan G, (f) degerlerinin siirekli fonksiyonun Fourier
Doénusimadne esit oldugu gorilmektedir. Ancak, bu durum verilen dérnek icin gecerlidir. Clnki

sin(2xT,f)
2xT,f

fonksiyonu, (2zT,f ) degerlerini, r bir tamsayi olmak Gzere © degerinin tam kati yapan

1
2T,

f=r

(7.4.25)

frekans degerlerinde sifir veya birime esit olur. Frekans érnekleme araligi,

olarak tanimlanir ise sinc fonksiyonunun birime esit oldugu herhangi bir noktanin sagi ve
solunda A;f uzakligindaki noktalarda ilk sifirlari bulunur. sinc fonksiyonunun ana bolimunin

genigligi 2Af kadardir. Verilen 6rnekte, T, =1.07 oldugundan,
Af=(1/2.02)=0.5

olarak bulunabilir. Bu deger yukarida gorildigi gibi Af 6rnekleme aralidina esittir. Ayrica,
sintizoidalin frekansi da 6rnekleme araliginin tam katina esittir. Bu nedenlerle, sinc fonksiyonu
sadece frekansin =5 ve +5 degerlerinde birime, diger érnekleme noktalarinda sifira esit olur ve
Sekil 7.4.5g’de verilen fonksiyon, Sekil 7.4.6a’'daki gibi 6rneklenir.

Eger, sintzoidalin frekansi 5.25 Hz gibi 7/(2T,) degerinin tam kati olmayan bir frekansta olsaydi,

sinc fonksiyonunun sifirlari ve birim degeri, frekans drnekleme araliginin (Af) tam katlarina esit
olmayacak ve 6rnekleme Sekil 7.4.6b ve 7.4.6¢’de gorildugu gibi gerceklesecekti. Sekil 7.4.6b ve
7.4.6c'de sirasi ile gercel bilesen ve genlik spektrumlari verilmistir. Genlik degerlerinden de
g6érildigu gibi aslinda var olmayan sintizoidallere ait bilesenler izgede belirir. Bu frekanslarda
sintizoidallerin var olmasi durumunda ise onlarin genliklerine bu bilesenler eklenir. Yukarida s6z
edildigi gibi bu olay, enerji sizmasi veya kisaca sizma olarak adlandirilir. Buradan, frekans
ornekleme araliginin

A = Af =
2T

d

kosulunu sagladiginda, frekanslari 6érnekleme araliginin (Af) tam kati olan sintuzoidallerin sizma
etkisi olusturmayacagi anlasilabilir.

Izgeyi daha iyi goruntilemek igin frekans érnekleme araliginin 1/ 2T, degerinden daha kigiik

alinmasina ornek olarak, 5 Hz frekanslh sintuzoidalin ayrik Fourier dontigumui Af = 0.1 Hz araliklari
ile Sekil 7.4.6d goruntulenmistir. 1/ 2T, degerinin tam katlari olmayan frekanslarda sizmanin

olustugu gorulmektedir. Zaman bolgesinde sinirli sayida veri ile galisiimasi, frekans bolgesinde
sinc ile evrigime karsilik gelmekte ve ayrik Fourier déntigiminde 7/ 2T, yinelenen bir salinim

olusmaktadir. Bu olay dalgalanma olarak da adlandiriimaktadir.
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Sekil 7.4.6. (a) Af =0.5 Ornekleme araliklari ile 5 Hz frekansl siniizoidalin ayrik Fourier
dénusimi. (b) 5.25 Hz frekansli sinlizoidalin Af = 0.5 araliklari ile ayrik Fourier Dénlisiimii ve (c)
genlik spektrumu. (d) Af =0.1 brnekleme araliklari ile 5 Hz frekansli siniizoidalin ayrik Fourier

déndgtimdi.
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7.5. TORPULEME VE PENCERE FONKSiIYONLARI

Olgl siresinin yeterince uzun tutulmasi sizmayi, dolayisi ile dalgalanmayi azaltir. Clinkii zaman
bdlgesinde ayrik veri ile ¢arpilan dikdortgen fonksiyonun genislemesi, frekans bdlgesinde sinc
fonksiyonunu hem daraltir hem de dalgalanmalarinin genliklerinin kigultur.

Ancak, 6lgu suresi istenildigi kadar uzatilamayacagindan, sizmayi azaltmak amaci ile pencere
fonksiyonu olarak adlandirilan baska bir fonksiyon ile veri zaman bdlgesinde c¢arpilir. Bu
carpmanin yararli bir iglevi olabilmesi icin secilecek pencere fonksiyonunun Fourier dénlsiminin,
dikdortgen fonksiyonun Fourier dénisimi olan sinc fonksiyonunun salinimlarindan daha kiguk
genlikli salinimlari bulunmalidir. Pencere fonksiyonu olarak zamanin baslangi¢ ve bitis degerlerine
dogru dereceli olarak sifira yaklasan fonksiyonlar segilir. Bu nedenle, zaman bdlgesindeki bu
carpma islemine toérpiileme adi verilir. Torplleme ile verinin keskin bir sekilde kesilmesi
Onlenerek, frekans bdlgesinde sinc fonksiyonundan daha az salinimh bir fonksiyon ile evrigim
gerceklestirilir.

Torpuleme amaci ile gesitli fonksiyonlar kullanilabilir. Ornegin, birim yiiksekliginde ve genisligi 6lgl
slresi kadar olan bir Gggen fonksiyonu térpuleme amaci igin kullanilabilir. Eger dlgi suresi 27, ise
Bolim 4’de verilen (4.4.14) Fourier dontsimi bagintisindan,

sin®(xT,f)

OT,) & () ==

(7.5.1)

yazilabilir. Sifir frekansindaki deger,

sin(xT,f) sin(zT,f)

C(f=0)=T
( )=T, T, f T, f

Td

olarak elde edilir. Uggen fonksiyonu ile torpileme yapildiginda dénemsel fonksiyonlarin Fourier
donGsumuanun genliklerini dengelemek igin (7.4.17) toplami At ile garpilip T, ile bdlunmelidir.

T,=4t.(N-1)/2 oldugundan, At/T, orani 2/(N-1) degerine esit olur. Zaman verisinin

dikdortgen ile carpiminda (7.4.17) toplaminin frekans bdlgesinde N ile bdlinmesi gerektigi halde,
ucgen fonksiyon ile carpimda ayni toplam (N—17)/2 de@erine bolinmelidir. Daha 6nce Sekil 7.4.5'de
verilen sonsuz adet 6rnekleme degerinden olugtugu varsayilan sayisal verinin bir bolimu Sekil
7.5.1a’da yeniden goérunttlenmigtir. Sekil 7.5.1d’de ise bu sayisal verinin Fourier donisimu
gorulmektedir. Torplileme amaci ile kullanilacak ve suresi 2T,=2.02 saniye olan tiggen fonksiyonu

Sekil 7.5.1b’de ve onun Fourier doniisimi ise Sekil 7.5.1e’de verilmistir. Uggen fonksiyonu ile
carpma sonucunda elde edilen térpllenmis verinin genligi, sifir degerinden baslayarak tam
ortadaki veriye kadar artmakta ve zamanin ilerlemesi ile son noktada sifir olmaktadir (Sekil
7.5.1c). Torpulenmis verinin Fourier dontsumd, verinin Fourier dénistimu ile Gggen fonksiyonunun
Fourier dontsimuinin evrisimine esittir. Evrisim islemi sonucu (N-1)/2 degerine bdélinerek Sekil
7.5.1fde gorintilenmistir. Sekil 7.4.5g’de verilen térpllenme uygulanmamis verinin Fourier
doénisumu ile karsilastirma yapildiginda, térplleme isleminin frekans bdlgesinde dalgalanmalari
azalttigi anlasiimaktadir. Ancak, sinls fonksiyonu kapsayan terimlerin sifirlari farkh frekans
ornekleme noktalarindan gectidi icin tGi¢ggen fonksiyonun Fourier donlisimunin ana bolgesi iki kat
daha genistir. (7.5.1) bagdintisinin sag yaninda verilen fonksiyonun, merkezine en yakin sifirlari
f=x1/T, frekanslarinda olacaktir. Bilindigi gibi dikdortgen fonksiyonunun Fourier doniguimunun

merkeze en vyakin sifirlant f=71/2T, frekanslarindadir. Sekil 7.4.5g ile $ekil 7.5.1fnin

karsilastirlmasindan, torplleme isleminin enerji sizmasini dnleyemedigi, ancak sizan enerjinin
onemli boluminun, sintzoidalin frekansi f; olmak Gzere f, -1/T, ile f,+1/T, arahg: igerisinde

kalmasini sagladigi anlagiimaktadir.
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Verinin orta bolimuinde genliklerin degismeden kalmasi, sadece zamanin baglangi¢c ve bitis
degerlerine yakin bdlgede genliklerin dereceli olarak sifira yaklagsmasi istenir ise Gggen fonksiyonu
yerine farkli pencere fonksiyonlari térpileme amaci igin kullanilabilir. Sekil 7.5.2'de ikizkenar
yamuk fonksiyonunun, bir dikdértgen ve iki adet dik ticggenden elde edilmesi verilmigtir.

ilk adim olarak, Bélim 2'de lggen fonksiyonun tanimlanmasinda kullanilan adimlara benzer
sekilde, birim yuksekliginde ve L genisliginde, (—L/2, +L/2) araliginda tanimli izleyen fonksiyonlar
elde edilebilir.

1t
CSL(t){Tﬂ.rect(/_/z), (7.5.2)
C (t)—[l—i} rect(L / 2) (7.5.3)
so®)=| 57| . 5.
(a) gs(t) (d) Gs(f)

50

OMAI\MI\M!\MMA 2
IWWY\IW\IY\IW\M

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -10 -5 0 5 10

(b) C(Td); Td=1.01 (e) sin(x Td f).sing Td ) /(x f)/ (x f)/Td
2 1
0.5 A
1 L
I N i
0 L L -0.5

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 -10 -5 0 5 10
(c) gs(t).C(Ta) (f) Gp(f)
2 1
1
: Aunvnvf\ f\vnunv,\ N N
) Yy 0
_2 | | | | | | | | | | | | _05
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 -10 -5 0 5 10
Zaman (saniye) Frekans (Hz)

Sekil 7.5.1. Uggen fonksiyonu ile térpiileme yapilarak, frekans bélgesinde dalgalanmalarin
azaltiimasi. Sonsuz adet érnekleme degerinden olusan sayisal veri (a) ve Fourier déniistiimi (d),
tiggen fonksiyonu ve Fourier déniisiimii (b) ve (e), térpilenmis veri ve Fourier déniisimii (c) ve (f).
Dénemsel veri ve liggen fonksiyonu kullanildigindan, (7.4.17) toplami (N-1)/2 ile bdélinerek
dengelenmistir ( At =0.02, N=101).
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(a) CsL(t+Tp)
1.5
1 -
05
0 | | | | | | | |
-15 -125 -1 -075 -05 -025 0 025 05 075 1 125 15
(b) Csa(t-Tp)
1.5
1 -
05
0 | | | | | | | |
-15 -125 -1 -0.75 -05 -025 0 025 05 075 1 125 15
(c) rect(Tp-L/2)
1.5
1 -
05
0 | | | | | | | |
-15 -125 -1 -0.75 -05 -025 0 025 05 075 1 125 15
<=
(d) Te PY(t)
1.5
=< 1
5
o 05
0 | | | | | | | |
-15 -125 -1 -0.75 -05 -025 0 025 05 075 1 125 15
3 L = Zaman (sn) L
< >
Td

Sekil 7.5.2. Ikizkenar yamuk penceresinin elde edilmesi.

(T, =1.01 saniye,
L=4t.25=0.5 saniye, T, =0.75).

At =0.02,
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Eger, T, pencere fonksiyonunun merkezinden, dereceli gegis bdlgesinin yarisina kadar olan
zamani tanimlamak Gzere, Cg, (t) fonksiyonu, -T,=-Ty+L/2 zaman degerine kaydirilir ise
Sekil 7.5.2a’da goéruntilenen dik Uggen elde edilir. Benzer olarak, Csg(t) fonksiyonu
T, =Ty —L/2 zaman degerine kaydirilir ise Sekil 7.5.2b'deki dik Ugcgen elde edilir. Ikinci adim
olarak, Sekil 7.5.2c’de verilen rect(T, — L) dikdortgeninin tanimlanmasi ve Gg¢unin toplanmasi ile
pencere fonksiyonu igin,

t
py(t)=CSL(t+Tp)+rect{T J+CSG(1‘—TP).

d—

bagintisi elde edilir (Sekil 7.5.2d). Yukaridaki bagintida dikdortgen fonksiyonunu, T, degerine
bagl yazmak igin

T,-L=T,-L/2 (7.5.4)

esitliginden yararlanilabilir:

py(t)=CSL(t+Tp)+rect{ ]+CSG(t—Tp). (7.5.5)

T,-L/2
Dikdoértgen fonksiyonunun ters Fourier dontisimd igin

sin(2=f(T,—-L/2
rect t RN (2xt(Tp ) (7.5.6)
T,—L/2 xf

yazilabilir. Bolim 4’de (4.4.11a) ve (4.4.12a) tanimlari ile verilen dik tg¢genlerin Fourier donasim
bagintilarindan,

. sin(zLf) 1 | sin(zLf) cos(zLf)
CSL(t+Tp)<—>exp(/27erf)[ P +i2”[ I . ,

Cse(t—Tp)eexp(—izszf)[Si”(”’-f)_ 1 {Sin(ﬁLf)_cos(an)ﬂ

2rf i2r|  7Lf? f

ve her ikisinin toplami ile

sin(zLf)

Co (t+T,)+Css(t=T,) <> cos(27T f)

+ sin(zﬂrpf)[sin(nu) B cos(ﬁLf)}

72Lf? xf

elde edilir. Dikdortgen fonksiyonunun Fourier déntigumu (7.5.6) bagintisinin eklenmesi ile pencere
fonksiyonunun Fourier donigiimu

_sin(2x(T, - L/ 2)f)

xf

sin(zLf) cos(zLf) sin(zLf)

7°Lf?

P,(f) +cos(27T f) —sin(2xT f) +sin(277 f)

olarak bulunabilir. izleyen,
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sin(a — ) =sina cos f—cos a sin 8
trigonometrik esitliginden,

sin(2z(T, — L1 2)f)

- Sin(ZHTpf)M

sin(zLf)
zf

pr —cos(2xTf)

elde edilir ve bu egitlik yerine yazildiginda, daha yalin bir baginti bulunur:

sin(zLf)

P, (f)=sin(2xT,f) =Ty (7.5.7)
Sifir frekansinda ise
sin(2xT f) si
P,(0)=2T, (27T, )S|n(7sz):2Tp (75.8)
27[Tpf rLf

elde edilir. ikizkenar yamuk ile térplleme yapildiginda dénemsel fonksiyonlarin Fourier
dondsimanun genliklerini dengelemek igin (7.4.17) toplami 4t ile garpilip 27, ile bolinmelidir.

Eger, L = k.At olarak tanimlanirise T, =Ty -L/2 ve T, =At.(N-1)/ 2 oldugundan,

or 2| N=T K st (N1 kyat
P 2 2

elde edilir. ikizkenar yamuk fonksiyonu ile térpiileme yapildiginda dénemsel fonksiyonlarin Fourier
dondsumuanun genliklerini dengelemek igin At/ 2T, orani 1/(N -k —1) degerine esit oldugundan,

(7.4.17) toplami N —k —1 ile bolundr. L degeri T, ye yaklasir ise (7.5.5) bagintisindan T, degeri

de, T,/ 2 degerine yaklagir. Bu durumda, k katsay! da N/2 degerine esit olur ve ikizkenar yamuk
fonksiyonu, tiggen fonksiyonuna dénusur.

Sekil 7.5.3a ve d'de, daha once Sekil 7.5.1’de verilen veri ve Fourier dénlisimi yeniden
goérintilenmistir. Sekil 7.5.3b ve e'de ise ikizkenar yamuk fonksiyonu ile onun Fourier déntsimu
verilmistir. Gegis bdlgesinin uzunlugu 0.5 saniye olup, érnekleme araligi 0.02 oldugundan, sol ve
sagdan 25 ser olmak Uzere toplam 50 adet veriye térplleme uygulanmistir. Térplileme sonucunda
elde edilen veri Sekil 7.5.3c’de gorilmektedir. ikizkenar yamuk fonksiyonu ile garpma sonucunda
elde edilen torpulenmis verinin genligi, —(T, —L)=—(T, —L/2) zaman degerine kadar dereceli artis

gostermekte ve T,-L=T,6-L/2 degerine kadar genligini korumakta ve bu degerden sonra

dereceli olarak azalarak, zaman T, oldugunda sifir olmaktadir. Torptlenmis verinin Fourier
doénisumu, verinin Fourier dondsimu ile ikizkenar yamuk fonksiyonunun Fourier déntisimuandn
evrigimine esittir (Sekil 7.5.3f). Her zaman T, ~L olacagindan, (7.5.7) bagintisindaki iki sinUs
fonksiyonundan, sin(2zTf) fonksiyonunun frekansi daha buyuk olacak ve onun sifirlari 6nem
kazanacaktir. Bu fonksiyonun sifirlari, n bir tamsayi olmak tzere f=n/2T, frekanslarindadir.

Sekil 7.5.3'de, sizan enerjinin 6nemli yuzdesinin, ikizkenar yamugun Fourier donusimundeki
dorugunun etrafindaki bélgede yogunlastigi gériilmektedir. izgede fonksiyonun doruguna en yakin
iki sifirn arasinda kalan kabarik bdlge kulakg¢ik veya lob (lobe-Fransizca) olarak adlandirilr.
Enerjinin daha az yuzdesi kulak¢idin sol ve sagindaki ikinci salinim bdlgesindedir.

Son olarak, Tukey veya Hanning penceresi olarak adlandirilan ve sikga kullanilan pencere drnek
verilecektir. Bu pencereyi elde etmek igin periyodu veri slresine esit bir kosints fonksiyonuna 0.5
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degeri eklenerek, toplamin T, ve T, degerlerinde sifir olmasi saglanir. Daha sonra veri slresi

uzunlugunda bir dikdortgen ile carpilarak, pencere sinirlandiriimis olur (Sekil 7.5.4). Veri siresi
2T, oldugundan, zaman bolgesinde

nt

H rect(T, )=% rect(T, )+ % rect(T, )cos [T—J

1 t
t)=—|1+cos| —
P (t) 2{ + [T

d d

yazilabilir. Zaman bdlgesinde carpmanin, frekans bdlgesindeki karsihgi evrisim oldugundan,
izleyen sonug bulunabilir:

P(f)ZMJrl sl ool |l «Sin(27T,f)
! 2xf 4 2T, o, P

(a) gs(t) (d) Gs(f)
50

o/\/\}\M/\/\)\f\MM/\/\ s
IVVVVYWWYWWX

2
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -10 -5 0 5 10
(b) PY(t); Td=1.01 (€) sin(x Tp f).sing L f) / (x f)/ (x L
2 1.5
1
1 + 0.5
/ \ 0 NV
0 | | -0.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -10 -5 0 5 10
(c) gs(t) C(Td) (f) Gp(f)

: v"vﬂYA\fA\fA\fA\fAan“” A s

_2 | Y v | | Y v | _05
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -10 -5 0 5 10

Zaman (saniye) Frekans (Hz)

Sekil 7.5.3. Ikizkenar yamuk ile térpileme yapilarak, frekans bélgesinde dalgalanmalarin
azaltiimasi. Sonsuz adet érnekleme degerinden olugsan sayisal veri (a) ve Fourier déniisimi (d),
ikizkenar yamuk fonksiyonu ve Fourier déniigsiimii (b) ve (e), térpiilenmig veri ve Fourier déndgimii
(c) ve (f). (T4 =1.01 saniye, At=0.02, L=A4t.25=0.5 saniye, T, =0.75, N-k—=1=75). Dénemsel

veri ve liggen fonksiyonu kullanildigindan, (7.4.17) toplami N-k—1=75 ile béliinerek dengelenmistir
(At =0.02, N=101).
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Kaymis birim impuls ile evrigsim 6zeliginden,

sin(2xT,f) sin(2xT,(f+1/2T,)) sin(2xT,(f -1/ 2T,))
d + d d + d d

PH(f)=
2xf 4r(f+1/2T,) 4n(f-1/2T,)

yazilabilir. izleyen trigonometrik ézellikler kullanilarak cos(z)=—-1 ve sin(z)=0 oldugundan
sin(2xT,(f+1/ 2T,)) =sin(2xT,f)cos(x )+ cos(2xT,f)sin(x)=—sin(2=T,f)
sin(2xT,(f -1/ 2T,)) =sin(2xT,f)cos(x)—cos(2xTf)sin(x)=—sin(2xT,f)

elde edilir. Buradan,

p,(f) = SNCT) _ cintoaT f) ! + !

21f 42(f+1/2T,)  4n(f—1/2T,)
P, (f) = sin(2~T,f) ] T,f . T,f

21f 1+2Tf 1-2Tf

yazilabilir. Yalinlagtirmalar ile

P.(f) = sin(2~T,f) 1
PUST 2xf |1 (24T f)?

bulunabilir. Fonksiyonun sifir frekansindaki degeri ise 6lgu suresine esittir (7, ). Hanning penceresi

ile torplleme yapildiginda donemsel fonksiyonlarin Fourier déntisimunin genliklerini dengelemek
igin (7.4.17) toplami At ile garpilip T, ile bolinmelidir.

Burada verilen érneklere benzeyen bagka fonksiyonlar da kullanarak degisik pencere fonksiyonlari
yaratmak olanaklidir. Pencere fonksiyonu kullanmaya karar verme veya kullanilacak pencere
turinun segimi veriye bagimlidir. Yanlig pencereleme uygulamalari ile amaca uygun olmayan
sonugclar elde edilebilir.

ph(t)
1.5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Zaman (saniye)

Sekil 7.5.4. Hanning penceresinin zaman bélgesindeki gbrinimdi.
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7.6. AYRIK FOURIER DONUSUMU iCiN ORNEKLER

Ug siniizoidalin toplamindan olusan bir zaman verisi ile Fourier Donlsimi ile Ayrik Fourier
Doénusimd arasindaki benzerlik ve farklar acgiklanmaya calisilacaktir. Sifir evreli ve
A.cos(2rft) bigiminde, U¢ adet sintzoidalin frekanslari sirasi ile 0.5, 5 ve 20 Hz, genlikleri ise

1.5, 1 ve 0.4 birimdir:

g,(t)=1.5 cos(xt), (7.6.1)
g,(t)= cos(10xt), (7.6.2)
g,(t)=0.4 cos(40rt). (7.6.3)

Bu sintzoidaller sirasi ile Sekil 7.6.1a, b ve c’de verilmigtir. Sekil 7.6.1d’de ise bu U¢ siniizoidalin
toplamindan olusan

g(t): g1(t)+gz(t)+ga(t) (7-6-4)
fonksiyonu goérilmektedir. Sintizoidal fonksiyonlarin Fourier Déntisima alinir ise

G,(f)=0.75 6(f+0.5)+0.75 6(f-0.5),
G,(f)=0.56(f+5)+0.5 65(f-5),

G;(f)=0.2 6(f+20)+0.2 6(f - 20)

elde edilir ve (7.6.4) toplaminin Fourier Dontugumu

G(f)=0.75 5(f +0.5)+ 0.5 5(f +5)+0.2 5(f + 20) + 0.75 5(f —0.5) + 0.5 5(f = 0.5) + 0.2 5(f — 20)

seklinde yazilabilir. Sekil 7.6.2’de G(f) fonksiyonunun genlik izgesi verilmistir. Evre izgesi ise bu
ornek icin sifirdir.

Sekil 7.6.1d’de verilen zaman verisinin 5 saniyelik béliminde At =0.01 araliklari ile 6lgt alindigi
varsayllir ise 501 adet sayisal veri olusur. Nyquist frekansi 50 Hz oldugundan, frekans bdlgesinde
-50, 50 Hz arasinda ayni sayida veri elde etmek icin frekans Ornekleme araligi Af =0.2 Hz
alinmalidir. Ancak, sintzoidallerden birinin frekansi 0.5 Hz oldugundan, bu frekansi da érneklemek
amaci ile frekans 6rnekleme araliginin 0.5 degerinin tam kati olmasi i¢cin Af =0.17 Hz alinmistir.
Sekil 7.6.3a’da,

S g(k.At).exp(—i2nk Atf)
k=—w

toplami goérintilenmistir. Veri donemsel oldugundan, bu toplam veri sayisina boélinmus (Sekil
7.6.3b) ve hesaplanan genlikler Cizelge 7.6.1’de verilmistir. Genliklerin dogru olarak hesaplandigi
gorilmektedir. Ancak, zaman verisinde var olan (¢ sinlizoidalin digindaki diger frekanslarda da
genliklerin sifir olmadigi ve dalgalanmanin olustugu goézlemlenmektedir. Dalgalanmalar gittikge
kigulen bir yarim dairenin yinelenmesine benzemektedir. Daha 6nce aciklandigi gibi sinc
fonksiyonunun iki sifiri arasindaki salinimina kulakgik adi verilir. sinc fonksiyonunun merkez
civarindaki ana kulakgiginin genisligi 24.f degerindedir. Zaman bolgesindeki 6lgl suresi 5 saniye

oldugundan, Af=1/5=0.2 Hz olarak hesaplanabilir. $ekil 7.6.3c’de, ayni izge -7 ve 7 Hz
araliginda gosterilmistir ve sinc fonksiyonunun ilk iki sifir arasinda, sure 0.4 saniyedir. Af =0.1 Hz
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(@) g1(t) 0.5 Hz, A=1.5

- | | | |

0 1 2 3 4

(b) g2(t) 5 Hz, A=1

5

o MAAAAAAANNNANANNNANANNNNNNNNN

4 | | | |

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

0 1 2 3 4
(c) g3(t)

5

20 Hz, A=04
4

2_
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2
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0 (d) Toplam 1 2 3 4

2o A AR
S WA AT

wA/\Ww

0 1 2 3 4

Zaman (saniye)

Sekil 7.6.1.Ug¢ sintizoidalin toplamindan olugan bir zaman verisi.

0.75 |

“ﬁ‘r..[[..r

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Frekans (hertz)

Sekil 7.6.2.Ug siniizoidalin toplaminin kuramsal Fourier déntigiimii.

25
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Cizelge 7.6.1. Siirekli ve ayrik Fourier doniisiimii ile hesaplanan genlikler Af =0.1.

Sindzoidalin Sindzoidalin Genlik/2 Hesaplanan
Frekansi Genligi Genlik/2
0.5 1.5 0.75 0.750361
5 1 0.5 0.500802
20 04 0.2 0.199902

Cizelge 7.6.2. Siirekli ve ayrik Fourier doniisiimii ile hesaplanan genlikler Af =0.2.

Sinlzoidalin Sinlzoidalin Genlik/2 izgedeki Hesaplanan
Frekansi Genligi Frekans Genlik/2
0.5 1.5 0.75 0.4 0.4256262
0.6 0.5196444
5 1 0.5 5 0.500802
20 04 0.2 20 0.199902
At=0.01, fN =50 Hz; Af=0.1 Hz
(a) 400
300 |
200 |
100 |
O ’L | ! 1 | gﬂ‘
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
)
0.75 |
05 |
0.25 |
O .L | 1 1 | AA.“
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
(€ 1
0.75 |
05 |
0.25 |
0
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Frekans (Hz)

Sekil 7.6.3. (a) Zaman verisinin Ustel fonksiyon ile g¢arpimlarinin toplami. (b) Toplamin &lgi
sayisina béliinmesi ile elde edilen dogru genlikli izge. (c) Ayni izgenin —7 ve 7 Hz araligindaki
goérunimdi.
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oldugundan sinc fonksiyonunun ana kulakgigi bes 6rnekleme araligi sirmektedir. Ornekleme
arahgi, Af degerinin yarisina esit oldugundan, dalgalanmanin olustugu frekanslarda her iki

ornekleme degerinde bir kez genlik sifir olmaktadir.

Sekil 7.6.4a’da, Af =0.2 Hz frekans 6rnekleme araligi icin hesaplanan genlik izgesi gorulmektedir.
Cizelge 7.6.2'de elde edilen genlik degerleri verilmigtir. Bu drnekleme araligi ile 0.5 Hz frekansinda
hesaplama yapilamadigindan, 0.4 Hz ve 0.6 Hz frekanslarindaki genlik degeri gosterilmistir. 5 ve
20 Hz frekanslarindaki sinlizoidallerin genlikleri bir énceki 6rnek ile ayni hesaplanmistir. 0.5 Hz
frekansinda érnekleme noktasi olmadigindan, 0.4 ve 0.6 Hz érnekleme noktalarinda genlik degeri
0.5 olarak hesaplanmistir. Gergek genlik degeri ise 0.75 Hz'dir. Zaman verisinde 0.4 ve 0.6 Hz
frekansli sinlizoidaller olmadigindan, bu siniizoidaller zamanda kesme sonucunda sizma etkisi ile
ortaya ¢ikmiglardir.

Bu ornekte Af =Af ve 5 Hz ile 20 Hz frekans degerleri, frekans 6rnekleme aralginin tam kati

oldugundan bu siniizoidaller civarinda sizma olugsmamaktadir. 0.5 Hz frekansl sinGizoidal civarinda
sizma gbézlenmekte ise de bu dalgalanma seklinde dedildir. Bunun nedeni, 0.5 Hz frekansini
merkez alan sinc fonksiyonunun, izgenin 6rnekleme noktalarindaki kulakgiklarinin en buylk
degerlerine karsilik gelmesidir (Sekil 7.6.5). Yani, 6rnekleme ile sinc fonksiyonunun zarfi elde
edilmistir. Bu durum, belirli bir frekans etrafinda her iki yana dogru kugulen genlikler ile bir
sinGzoidalin izgesinin genislemesine yol acar ve genigsleme olarak adlandirilabilir. Sizmanin neden
oldugu baska bir gérinumdir.

At=0.01, fN =50 Hz; Af=0.2 Hz

() 0.75
0.5
0.25

0 | | mnllll|||||||l||||||||||||mm | |

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
1
(b)

0.5

O ....l..-- n--ulnno!l!lli*l!]l[] |lll| l]l]lf*lll!l:n!.lu--- --..1....
7 6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 7.6.4. (a) Af =0.2 Hz érnekleme araliklari ile elde edilen genlik izgesi. (b) Ayni izgenin —7 ve
7 Hz araligindaki gérinimui.

1

0.75

05 / \ ﬂ
0.25 x
0 4_1_4.44514\'/0\ L Ll I f'\l/hLAhl_g.l_a.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Sekil 7.6.5. Sinilizoidalin frekansi, iki 6rnekleme araliginin arasindaki bir frekansa esit oldugunda,
sinc fonksiyonu ile evrigiminin genlik izgesine etkisi. Siyah noktalar érneklenen izge degerlerini
gostermektedir.
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Son 6rnek olarak, Nyquist frekansinin tgincu sintzoidalin frekansindan (20 Hz) kiguk oldugu bir
ornek Sekil 7.6.6’da goruntilenmistir. Af =0.3 saniye alindigindan, Nyquist frekansi yaklagik
16.67 Hz'dir. Sekil 7.6.6a’da, —-60 ve 60 Hz araliginda, genlik izgesi goérilmektedir. —16.67 ve
16.67 Hz frekans araliginin disinda, izge kalip olarak yineleneceginden, sagdaki kalipta merkez
2*16.67=33.34 Hz frekansina tasinir. Bu noktanin 20 Hz solunda, yani 2.*16.67-20 =13.34
frekansinda Uglnclu sintzoidalin genligi katlanma nedeni ile ortaya cikar. Sekil 7.6.6b’de, izge
(—fy, f,)arahginiicerecek sekilde goruntulenmigtir.

At=0.03, fN =16.6667 Hz; Af=0.1 Hz

0.75 |
1l
N N . o

L | 1
-18 -16 -14 -12 -10 -8 2 4 6 g 10 12 14 16 18

0.75

L HMLLMM’ULM

Frekans (Hz)

60

Sekil 7.6.6. (a) At =0.3 ve Af =0. Hz érnekleme araliklari ile elde edilen genlik izgesi.
(b) Ayni izgenin —60 ve 60 Hz araligindaki gbrinimdi.

7.7. STANDART AYRIK FOURIER DONUSUMU BAGINTILARI

Yazili kaynaklarda veya hazir bilgisayar algoritmasi orneklerinde sayisal Fourier donusuma igin
cogunlukla ortak bir bicim kullanilir. (7.4.2) bagintisinda k sayaci ile At 6rnekleme aralidinin
carpimi gercek zaman degerlerini Uretir. p ve r tamsayilari sinirli sayidaki zaman verisinin ilk ve
son yatay eksen degerlerini tanimlar:

G'(f)=At S g(kAt)exp(-i2nfkAt). (7.4.2)
k=p

Ancak, hazir algoritma, alt programlarin veya arsiv fonksiyonlarinin birgogu olgulerin sifir
zamaninda basladigini varsayar ve bu varsayima uygun numaralandirma yapar. Bu
numaralandirma sistemi ayni zamanda programlama dillerinin dizileri numaralandirmasina da
uygunluk saglar. E§er, ayrik zaman verisi 0 dan N-1 e kadar numaralandirilan N adet veriden
olusmakta ise

G'(f)=At'S g, exp(—i2nfkAt) (7.7.1)
k=0

yazilabilir. Burada veri degerleri sirali olarak g, ile simgelenmektedir. k sira numaralari olarak
islem gordugunden, k.At degerleri de zamanin bagil degerlerini gosterir. Boylece ilk zaman degeri
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sifir zamani olarak tanimlanmis olur. Bu sec¢im, (7.7.1) bagintisindan hesaplanan genliklerde bir
degisme olusturmaz. CUnkl Fourier Donugumunin zaman kayma O6zelliginden, fonksiyonun
zamanda kaydiriimasi ile genlik izgesinin de@ismedigi bilinmektedir. Evre izgesi ise Fourier
dénlsiminin kayma Ozelliginden yararlanilarak dizeltilebilir. Ancak, zaman goreli bir degisken
oldugundan, cesitli uygulamalarda evreden daha ziyade iki veri arasindaki evre farklari 6nemlidir.

Daha 6nce (-f,;+f,,) araliginda, sifir frekansina gére bakisiml yerlestiriimis frekanslar igin izge
degerleri hesaplanmisti. Bu amag icin M tek sayl olmak Gzere 6rnekleme araligi,

Af = 2f, (M ~1)

bagintisindan hesaplanir. Ancak, standart algoritmalarda frekans bolgesinde hesaplanan veri
sayisl, zaman bolgesindeki veri sayisina esit alinir. Diger bir kisitlama da veri sayisinin gift bir sayi
olarak alinmasidir. Veri sayisinin ¢ift ve tercihen ikinin Usti olmasi daha az sayida iglem yapan
ayrik Fourier donligumu algoritmalarinin kullaniimasina izin verir. Bir sonraki bolimde bu konu ele
alinacaktir. Her iki bdlgedeki veri sayilari birbirine esit olmak Uzere (7.7.1) bagintisi izleyen sekilde
yazilabilir:

G'(r.Af)=4t'S g, exp(-i2nkAt.r Af) r=0,.,N—1. (7.7.2)
k=0

Ote yandan, en az sizmaya neden olan frekans érnekleme degerlerinin,

for o, 1 (7.4.25)
2T, ' Nat

oldugu daha 6nce gosterilmisti. Bu durumda frekans bolgesi érnekleme araliginin,

12,

Af =—— = (7.7.3)
NAa N
olarak secilmesi uygun gorulir. Bu degerin, (7.7.2) bagintisinda yerine yazilmasi ile
., r N-1 .
G (——)=4t X g,exp(-i2zkr/ N) r=0,..,N-1 (7.7.4)
N.At k=0

elde edilir. Bu baginti ile sifir frekansindan baslayarak, sadece pozitif frekanslardaki izge
degerlerinin hesaplandigi gorilmektedir. N=8 adet veri i¢in, r sayaci 0 ile 7 arasinda degisecektir.
Ancak, saya¢ degeri N/2=4 oldugunda, frekans degeri de (7.4.25) bagintisindan Nyquist
frekansina esit olur:

TN T 1,
NAt 2 NAt 24t N

f=r

r sayaci N/2 den daha buylk deger aldiginda frekans degerinin Nyquist frekansini astigi
gorilmektedir. Daha 6nce sayisal Fourier donistiminde, Nyquist frekansinin 6tesindeki frekans
degerleri icin izgenin dogru olarak elde edilemeyecegi (—f,,; +f, ) araligindaki izgenin yinelenecegi
gosterilmigti. Frekans degeri, L bir tamsay! olmak lUzere f z L.2f, ile verilen frekanslarda ayni
izge degerleri hesaplanir. Verilen 6rnek icin f, frekansi 4.4f oldugundan, 5.4f frekansinda
hesaplanan izge degeri L=1 icin 5.Af — 2.4.Af =-3.A4f frekansi i¢in hesaplanan izge degerine

egittir. N de@erinin artmasi ile hangi frekanstaki izge degerinin hangi frekanstakine karsilik geldigi
Sekil 7.7.1’de gosterilmigtir.
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-AAf -3 A 2 Af -Af 0 Af 2Af 3Af WN=4 Af S5Af GAf TAf

Sekil 7.7.1. Nyquist frekansinin asiimasi ile genlik degerlerinin yinelenmesi.

Bu sekilden de géruldaga gibi, m=N/2 olmak Uzere, 0 ile m. Af araligindaki &érnekleme
noktalarinda pozitif frekanslara (m+1). Af ve (2m—1) Af araligindaki 6rnekleme noktalarinda,

negatif frekanslara ait G(r.Af ) degerleri hesaplanir. Yukaridaki sekilden,

G(0)=G(0)
G(AFf) = G( Af)

G(m.Af ) =G(f,)
ve Nyquist frekansinin 6tesindeki degerler hesaplanmaya devam edilir ise

G((m +1).4f ) = G((-m +1).Af )
G((m + 2.4f) = G((-m + 2).Af )

é(m +(m—1)).4f ) = G((2m —1).Af ) = G(~.4f )

esitlikleri saglanir. Genlik veya evre izgeleri gosterilmek istenildiginde, genlik cift ve evre tek bir
fonksiyon oldugundan O ile m arasindaki yani (0;+f,) arahgindaki izge degerlerini gostermek
yeterlidir. izge degerleri, (-f,; +f, ) araliinda elde edilmek istenir ise 6ncelikle mevcut degerlerin

baska bir diziye aktariimasi gerekir. GY yeni bir diziyi ve (0:m—1) simgelemesi 0 ile m—1 arasindaki
elemanlari géstermek Uzere

GY(0:m-1)=G(m:N-1)’
GY(m:N)=G(0:m)

aktarmalari yapilabilir. Yukarida * isareti eslenik alma islemini géstermektedir. Bu aktarma igin
gergel bir zaman verisinin Fourier donlisimunin gergel béliminin ¢ift ve sanal bélimunin tek bir
fonksiyon olmasi 6zelliginden yararlanildigindan, GY(0) ve GY(m-1) arasindaki elemanlarin
eslenigi alinir. Burada dikkat edilmesi gereken diger bir nokta N veri sayisi ¢ift bir sayl ise GY
dizisinin eleman sayisinin G dizisinden bir fazla olmasi gerektigidir. Cunku —f,, frekansina karsilik

gelen -m. Af frekansindaki izge degeri f,=m. Af frekansindaki izge degerinden hesaplanir.

Yukarida da géruldigu gibi, G(m) degeri, hem GY(0) hem de GY(N) elemanina aktariimaktadir.
Bu islemden sonra N veri sayisi degeri N+1 yapilarak gorintileme gercgeklestirilebilir. Eger
genlikler aktarilacak ise eslenik sayilarin genlikleri esit oldugundan, yukarida verilen aktarmalar
dogrudan gercgeklestirilir. Veri sayisi tek ise frekans bélgesi 6rnekleme araligi,

2f, 1

Af = -
N—1 (N-1)At
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bagintisi ile hesaplanir ve GY yeni bir dizi olmak Uzere veri sayisi degdistiriimeden,
GY(0:m-1)=G(m+1:N-1)"

GY(m:N-1)=G(0:m)

aktarmalari gergeklestirilir.

7.8. HIZLI FOURIER DONUSUMU

Ayrik Fourier donigimund veren (7.7.4) toplamindaki hesaplama sayisi karmasik Ustel
fonksiyonun bazi ozelliklerinden yararlanilarak azaltilabilir. Bu tir hesaplama algoritmalar Hizli
Fourier Déniigiimii (HFD veya Fast Fourier Transform, FFT) olarak bilinir. I1zleyen,

W =exp(-i2z/N)

tanimi ve toplamin énlindeki ¢arpanin daha sonra géz 6nine alinmasi ile (7.7.4) izleyen bicimde
yazilabilir:

. r N-1 .
G(=)=XgW" r=0,...N-1. (7.8.1)
N k=0

Buradaki anlatimda, ‘Transnational College of LEX tarafindan hazirlanan ‘Who is Fourier adli
kitaptaki Hizli Fourier Donlistimu gizelgelerinden yararlaniimistir. Eger veri sayisi 8 ise (7.8.1) igin

< r 7 kr
G(=Z)=X9gW r=0,..,7
8" k=0

elde edilir. Bu denklem her rigin yazilir ise

G(0/8)=g,W°+g,W°+g,W° +g,W° +g, W° +g,W° +g,W° +g, W°

G (1/8)=g,W°+g, W' +g,W? + g, W° +g,W*+g, W° +g,W°® + g, W’
G(2/8)=g,W°+g, W* +g,W* +g, W°+g, W® +g, W" +g, W" +g, W"

G (3/8)=g,W°+g, W°+g,W°+g,W?°+g, W"?+g, W"° +g,W" +g, W
G (4/8)=g,W° +g, W*+g,W® +g,W"?+g, W"° +g, W?* +g, W* +g, W?
G(5/8)=g,W°+g,W° +g,W" +g,W" +g, W? + g, W?* + g, W +g, W®
G(6/8)=g,W°+g,W°+g,W?+g, W"®+g, W*+g, W* +g,W* +g W*
G(7/8)=g,W°+g W +g,W" + g, W?" +g, W?* +g, W* + g, W* +g, W*

degerleri elde edilir. Frekans bodlgesindeki bir degeri hesaplamak icin sekiz carpma ve
hesaplanmasi gereken sekiz deder oldugundan, gerceklestirimesi gereken carpma sayisi 64
adettir. Ancak, W degerleri,

W =exp(-i2z/N)=cos(2x/N)—i.sin(2x/N) (7.8.2)
olarak verildiginden, dénemsel bir fonksiyondur. Ornegin, N=8 icin

Wo=wsé, W =w?, w2=w",....

yazilabilir. Bu 06zellik g6z 6nune alinarak, (7.8.1) toplami bir cizelge olarak izleyen sekilde
gOsterilebilir.
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Cizelge 7.8.1. g, verisinin carpanlari.

9 9, 9, 9; 9, 95 95 9,
G(0/8) we we Ww° Wwe w’ w’ we w°
G(1/8) we W’ Ww? w3 w* w? we w’
G(2/8) we Ww? w* we w’ w? w we
G(3/8) we w? Wwe W’ w* w’ w? w?
G(4/8) we w* Ww° w* w’ w* we w
G(5/8) we w? Ww? w’ w* w’ we w?
G(6/8) we we w* Ww? w’ we w w?
G(7/8) we W’ Wwe w? w* w? w? w’

Cizelge 7.8.2. Cift numarali g, verisinin ¢arpanlari.

9 9, 9, 95
G(0/8) w? w? w’ w?
G(1/8) WO VT WE e
G(2/8) We W Wwe W
G(3B) | W g W "
G(4/8) WO W o o
G(58) | W E W E
G(6/8) w? w* w’ w+
G(7/8) w? we w* w?

Cizelge 7.8.3. Tek numaral g, verisinin ¢carpanlari.

9, K 9s 9s
G(0/8) we we we we
G(1/8) W We e a
G(2/8) W2 We W G
G(3/8) w3 w’ w’ w?
G(4/8) w w w w
G(5/8) w? w’ w’ w?
G(6/8) we w? we w?
G(7/8) w’ w?e w3 w?

Cizelge 7.8.1'nin incelenmesi ile ¢ift ve tek numarall verilerin kendi arasinda kiime olusturduklari
gbzlenebilir. Bu nedenle gizelge iki parcaya bdlinebilir. Cift numarali kiimenin ortadan bakisimh
oldugu goérilmektedir. Cift numarali kime p, =g,, ve tek numaral kime gq, =g,,,, olarak

simgelenir ise (7.8.1) toplami,

ﬁ) — Ng7 pkw2kr _ Nz qkw2kr+r r= 0,...,N _1

k=

G(

S

seklinde yazilabilir. W2 = W?" W' oldugundan,

N/2-

., 1 N/2-1
G (ﬁ)= > p W WY q W r=0,..,N-1 (7.8.3)
k=0 k=0
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elde edilir. W' carpani tek numarali kimede toplam disina c¢iktigindan, cift ve tek numaral
kiimelerin garpani ayni olur. Bagka bir deyis ile W' c¢arpani ile Cizelge 7.8.3, Cizelge 7.8.2 ile ayni
olur. p, ve g, carpanlari ile yeni durum Cizelge 7.8.4 ve 7.8.5’de verilmistir. Cizelgelerin st yarisi

ile alt yarisi ayni oldugundan, G(4/8) ile G(7/8) arasindaki degerlerin hesaplanmasinda Ust yaridaki
degerlerden yararlanilabilir.

Cizelge 7.8.4. Cift kiimenin carpanlari.

Po Ps P Ps
G(0/8) wWe wWe wWe wWe
G(1/8) WO W2 W G
G(2/8) wWe w4 wWe w4
G(3/8) | w° % " 7
G(4/8) WO WO Wo e
G(5/8) | w° W2 " e
G(6/8) wWe w4 wWe w4
G(7/8) w? we w* w?

Cizelge 7.8.5. Tek kiimenin ¢arpanlari.

9 q, q, 4;
G(0/8) WO WO WO WO
G(1/8) we w? w+ we
G(2/3) WO W WO W
G(3/8) | W’ W " 7
G4/8) | W e o "
G(5/8) WO W2 W We
G(6/3) WO W WO W
G(7/8) | W’ W " "

Yukaridaki agiklamalari daha anlasilabilir bigimde vermek amaci ile (7.8.3) bagintisi G¢ ve G/

sirasi ile N/2 adet cift ve tek numarali elemanlardan kurulan Fourier dénlsumi bilesenlerini
g6stermek Uzere

G =GS +W'G] r=0,.,N—1 (7.8.4)

yazilabilir. Burada GY ve G/ sirasi ile p, ve g, veri degerlerinden kurulmustur. Yukaridaki
toplamda, r =0,...,N -1 degisir iken G° ve G/ degerleri N/2-1 sayida toplamdan olusmaktadir.
Boylece G ve G/ degerlerinin, (7.8.4) toplaminda iki kez yer almasi nedeni ile N/2 uzunlugu ile
donemsel oldugu gorilebilir. G¢ ve G toplamlarinin her birinin hesaplanmasi igin 16 carpma
gerekmektedir. G!,
carpma sayisl 16+16+8=40 olacaktir. Bdylece gerekli islem sayisi N+2(N/2)?=N+N?/2

olarak verilir. Ornegimiz sekiz veriden olusmaktadir. N adet verinin ayrik Fourier déntgimi igin N?
islem gerektiginden, N >2 icin N+N?/2<N? oldugundan, islem sayisinin azaltimis oldugu

gosterilebilir. islem sayisini daha da azaltmak igin W?2* =W'™ tamimi yapilir ise (7.8.3) bagintisi
icin

ayrica sekiz adet W' degeri ile ¢arpilmak zorunda oldugundan toplam
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- r Nt ok, N 'r(2k+1) rNET ok N 'r(2k+1)
G (ﬁ)z 2 psz + =~ p2k+1W +W /Z%; qsz + kz:%) q2k+1W

k=0 k
yazilabilir. Daha 6nce yapildidi gibi a, = p,,, b, = P, V€ €, =Qq,,, d, =q,,., tanimlari ile

N, N, N, N,

G*(L) _ 42 akW’r2k+W’r 42 ka'r2k+Wr 42 CkW’r2k+W’r 42 de’r2k (785)
N° k=0 k=0 k=0 k=0

elde edilebilir. izleyen,

tanimlari ile G° ve G! daha 6nce yapildigi gibi tekrar gift ve tek pargalarina ayrilabilir:
G, =G +W" GIT+W'[G° +W" .G |. (7.8.6)

Boylece, hizli Fourier déniisimi N/4 uzunlugu ile dénemsel olan G, G¢", G/ ve G/
toplamlari cinsinden verilebilir. isleme iki ile bélme olanakli oldugu siirece devam edilebilir. Bu
nedenle hizli Fourier dénlisimii uygulayabilmek icin verinin 22 =4, 2° =8, 2* =16, 2° =32 gibi
ikinin Ustl olan sayilarda olmasi gerekmektedir. Eger, veri sayisi N ise garpma sayisi N.log,(N)
degerine indirgenebilir. Buradaki o6rnekte, N=8 oldugundan, carpma sayisi 8x3=24 adede
indirgenebilir. Veri sayisi arttikga ayrik Fourier donusumu ile hizli Fourier donisumu (HFD)
arasindaki islem sayisi da Ustel olarak artar. Ornegdin 1024 veri i¢in ayrik Fourier déntisumu (AFD),
1024x1024=1 048 576 garpma gerektirir iken HFD ile 2° =1024 oldugundan, 1024x10=10 240
carpma islemi yeterlidir.

Yukarida veri sayisinin ikinin kuvveti olmasi durumunda, hesaplama sayisinin azaltilmasina bir
ornek verilmistir. Farklh 6zelliklerdeki veriler igin farkli hizli Fourier doniguma (FFT) algoritmalari
geligtirilebilir. Amacimiz FFT algoritmalarinin &zelliklerini agiklamak olmadigindan, burada sadece
genel ilkeler verilmigtir. Hizlh Fourier dénigumi Bringham(1974) tarafindan ayrintih olarak
anlatiimigtir. FORTRAN dilinde yazilmis gesitli FFT alt programlari Poularikas(1999) (sayfa 11-3,
11-32), Press ve dig. (1986) (sayfa 394-395, 398, 400, 406) tarafindan yayimlanmistir. MATLAB,
Python ve benzeri programlama dilleri ise FFT katiphanelerini kapsar ve dogrudan bir komut ile
cagrilabilir.

7.9. AYRIK TERS FOURIER DONUSUMU

Ayrik Ters Fourier Donuasumu, (7.4.2) bagintisina benzegim ile dogrudan yazilabilir:

g(t)=Af 'S G(rAf) exp(i 2zr Aft). (7.9.1)
r=0
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Zaman ve frekans bolgesinde esit sayida veri (N=M) ve Af =1/(N.At) igin

1 owa 1 .
kAt) =—— G(r——) e 2zkr / N k=0,1,2,...N -1
glkat) =3¢ ZC(ry) exeli 2z J

yazilarak, ayrik ters Fourier dénlisumuind veren toplam elde edilebilir. Ancak, ayrik ters Fourier
doénlisumu igin ayri bir algoritma kullaniimaz. Bolim 4’de (4.6.2) ve (4.6.3) bagintilari ile frekans
bdlgesindeki herhangi bir verinin esleniginin Fourier donlisiminin alinmasi ile elde edilen zaman
fonksiyonunun esleniginin ters Fourier donisimuni verdigi gosterilmisti:

f(t)=F[F(f)] (4.6.3)

7.10. AYRIK VE HIZLI FOURIER DONUSUMU UYGULAMA ORNEKLERI

Ornek olusturmak amaci ile kullanilacak olan sayisal veri Gaussian fonksiyonunun
orneklenmesinden elde edilmistir. Bu verinin ayrik Fourier déniisimu, Gaussian fonksiyonunun
Fourier donisumii ile karsilastirilarak, sayisal islemlerin hangi kosullarda doru c¢alistigi anlasiimaya
calisilacaktir. Gaussian fonksiyonundan, A4t =0.5 sn 6rnekleme araligi ile —2; 2 saniye zaman
araliginda elde edilen sayisal veri Sekil 7.10.1a’da goruntilenmistir. Gaussian fonksiyonunun
Fourier dontsimi ise Sekil 7.10.1b’de surekli edri ile verilmistir. Sinama verisinden hesaplanan ve
eskenar dortgenler ile goéruntllenen veri ise hesaplamanin dogru sonug¢ Uretmedigine isaret
etmektedir. Bunun nedeni Gaussian fonksiyonunun sifira yaklasmadan kesilerek érneklenmesidir.
Sayisal veri —2; 2 saniye zaman araliginda elde edildiginden, suresi T;=2 olan bir dikdértgen ile

carpiimis olur. Bu islemin frekans bolgesindeki karsiligi ise Gaussian fonksiyonunun Fourier
donugumau ile dikdortgen fonksiyonunun Fourier dontugumu olan sin(2zT,f)/ zf = sin(4xf)/ »f

fonksiyonunun evrigsimidir. sinc fonksiyonunun sifirlari f=n/4=0.25n degerlerinde olacaktir.
Sekil 7.10.1b’de sinc ile evrisim isleminin gerceklestigi acik bir sekilde gbérilmektedir.

Sekil 7.10.2a’da ise Gaussian fonksiyonunun At =0.5 sn 6érnekleme araldi ile —4 ile +4 saniye
zaman araliginda sayisallastirilmasi gorintilenmistir. Veri eksi ve arti yatay eksen degerlerinde
sifira yaklastigindan hemen hemen zaman-sinirli bir veri bi¢imindedir. Bu nedenle, Sekil
7.10.2b’'de goruldigl gibi hesaplanan degerler, kuramsal degerlere oldukg¢a yaklagmistir. Bu
ornekler ile sayisal Fourier donlisumi hesaplanacak verilerin zaman-sinirh olmasinin énemi
anlasiimis olur.

Sekil 7.10.3'de 1 Hz ve 3 Hz frekanslarinda ve genlikleri alti birim olan 6.cos(2xt)+ 6.cos(6xt)

seklindeki bir dénemsel verinin Fourier déntsimiine ornek verilmistir. Programin girdileri izleyen
sekildedir. Ornekleme araligi 0.05 saniye ve Nyquist frekansi 10 Hz'dir. Sayisal zaman verisi Sekil
7.10.3a’da goruntilenmistir. Sekil 7.10.3b’de ise —10 ve 10 Hz aralidinda cizilmis genlik izgesi
verilmistir. Genlikler dogru frekanslarda ve dogru blytkliklerdedir. Enerji sizmasinin varhdi agik
olarak goézlenmektedir. Zaman verisinin siresinin artirilmasi ile enerji sizmasi azaltilabilir. Ayni
doénemsel fonksiyon bu kez 0.2 saniye araliklar ile 6rneklenmis ve hizli Fourier dénlsimi
hesaplanmistir. Sekil 7.10.4a ve b’de sirasi ile zaman ve frekans bolgesi verisi goriuntilenmistir. 3
Hz frekansindaki siniizoidalin 2 Hz frekansinda ortaya ¢ikmasi dikkat gekmektedir. Bunun nedeni
Nyquist frekansinin 2.5 Hz olmasi nedeni ile frekansi bu frekanstan buyuk olaylarin 2fy —f

frekanslarina yerlesmeleridir. Bu nedenle 3 Hz frekansindaki bir olay drnekleme kurami geregi
2fy —f=2x2.5 -3 =2 Hz frekansinda hesaplanacaktir.
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Sekil 7.10.1. (a) Gaussian fonksiyonundan At =0.5 sn 6rnekleme araligi ile elde edilen zaman-

sinirli olmayan veri. (b) Gaussian fonksiyonunun Fourier déniisimd (siirekli egri ) ve sinama
verisinden sayisal Fourier dénisimdi ile hesaplanan genlik izgesi (eskenar dértgenler).
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Sekil 7.10.2. (a) Gaussian fonksiyonundan At =0.5 sn érnekleme aralidi ile elde edilen yaklagik

zaman-sinirll veri. (b) Gaussian fonksiyonunun Fourier dénlisimdi (strekli egri ) ve sinama
verisinden sayisal Fourier dénlisiimii ile hesaplanan degerler (eskenar dértgenler).
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Sekil 7.10.3. (a) Dénemsel 6.cos(2rt)+6.cos(6xt) fonksiyonunun At =0.05 sn aralik ile

o6rneklenmesi ve (b) hizli Fourier déniisiimi. Belirli sayida veri kullanildigindan bir miktar enerji
sizmasi olugsmusgtur.
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Sekil 7.10.4. (a) Bir énceki sekildeki siniizoidalin At =0.2 sn aralik ile érneklenmesi ve (b) hizl
Fourier déniisiimii. Enerji sizmasi ve katlanma g6zlenmektedir.



