4. Yiiksek Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemler

n-yinci basamaktan lineer bir diferensiyel denklemin en genel hali ag (x) # 0
olmak tizere

ao () y™ + a1 () y™ Y + ot a1 ()Y +an (@) y = f () (1)

formundadir. ag (z), a1 (2),...,a, (z) ve f(x) fonksiyonlar1 I C R araliginda
tanimly, siirekli reel fonksiyonlardir. ag (z), a1 (), ..., ay, () katsayilarimin hepsi
reel sabit ise denklem sabit katsayili lineer denklem, bu katsayilardan en az biri
x degiskenine bagh ise denklem degisken katsayili lineer denklem olarak ad-
landirihir. f (z) = 0 ise bu denklem homogen, f (x) # 0 ise homogen olmayan
lineer denklem olarak adlandirilir. n-yinci basamaktan lineer homogen diferen-
siyel denklemin genel formu

ao () y™ + a1 (@) y" Y + . Fan1 (2)y +an (z)y =0 (2)
dir. D= % olmak tizere D tiirev operatorii yardimiyla (1) diferensiyel denklemi
L(D)y = (ao (z) D" + a1 (x) D" + ... + an—1 (x) D+ an () y = [ (2)

formunda yazilabilir.
Teorem 1 (Varlik-Teklik):

ao () y™ + a1 (2)y "V + .t an_1 (2) Y +an () y = f(z)
o € I CRigin y(z0) = a1, ¥ (z0) = g,y ..., y™ Y (20) =

baglangi¢ deger problemini ele alalim. Burada oy, as, ..., a;, ler keyfi reel sabitlerdir.
Eger her x € I igin ag (x), a1 (x),...,an (z) ve f(z) fonksiyonlar1 I C R ar-
aliginda tanimli, siirekli fonksiyonlar ve ag (z) # 0 ise bu baglangig deger prob-
leminin 7 C R araliginda bir tek y (x) ¢dziimii vardir.

.. 1
Ornek 1. ¢y +e'/*y = —— | y(1) = 1 baslangic deger probleminin

¢oziimiiniin varoldugu oldugu en genis araligi bulunuz.

Coziim. f(z) = e'/* fonksiyonu = # 0 hari¢ her yerde siireklidir. g (z) =

fonksiyonu x # nm (n € Z) igin siireklidir. Coziimiin varoldugu en genis

sinz
aralik zg = 1 € (0,7) aralhigidir.

Teorem 2 (Siiperpozisyon Kurali): yi,¥s,...,y, fonksiyonlar1 (2) ho-
mogen diferensiyel denkleminin herhangi ¢oziimii iseler ¢y, co, ..., ¢;;'ler keyfi reel
sabitler olmak tizere

Yy =cyr+cy2+ ... +cplyn

de (2) homogen diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.



Lineer Bagimlilik-Lineer Bagimsizlik Kavrami: fi, fo, ..., f,, fonksiy-
onlar1 I C R araliginda tanmimlhi herhangi fonksiyonlar ve cq,cs, ..., ¢;’ler keyfi
reel sabitler olmak iizere her x € I i¢in

cfi (@) +eafa(x)+ ..+ enfn(x) =0

olmasi sadece ¢; = ¢a = ... = ¢, = 0 olmasi halinde saglaniyorsa  f1, fa, ..., fn
fonksiyonlarina I iizerinde lineer bagimsizdir denir. Keyfi sabitlerin en az biri
sifirdan farkliyken bu esitlik saglaniyorsa bu durumda fy, fo, ..., f,, fonksiyon-
larna [ iizerinde lineer bagimhdir denir.

Ornek 2. f (z) = cos 2z ve f, (x) = sin 2z fonksiyonlar: lineer bagimsizdir.
Gergekten
c1c082x 4+ cosin2x =0

olmasi1 sadece ¢; = ¢ = 0 olmasi ile miimkiindiir.
Ornek 3. fi(z) = €%, fo(z) = 2%, f3(x) = 4e® fonksiyonlar1 lineer

bagimhdir. Gergekten
c1e” + 2coe” + 4c3e” =0

esitligi ¢; = —6, co = c3 = 1 igin gergeklenir.

Wronskian Kavramai: fi, fs, ..., f,, fonksiyonlar:1 I C R araliginda tanimh
fonksiyonlar olsunlar.

fi f2 S

fi i
W(fhf??"'?fﬂ) (m):det : . .

1(n.—l) fz(n.—l) . fT(Ln.—l)

ile tamimlanan fonksiyona fi, fo, ..., f,, fonksiyonlarinin Wronskiani denir.

Teorem 3: yi,ys, ..., Yy, fonksiyonlar (2) homogen diferensiyel denkleminin
n tane ¢oziimii iseler, y1,ys, ..., yn fonksiyonlarmin lineer bagimsiz olmas igin
gerek ve yeter kogul her z icin W (y1,y2, ..., yn) () # 0 olmasidir.

Teorem 4: yi,ys, ..., Yy, fonksiyonlar (2) homogen diferensiyel denkleminin
n tane lineer bagimsiz ¢oziimii olsunlar. ¢y, co, ..., ¢, ler keyfi reel sabitler olmak
lizere

y = c1y1 () + 22 (2) + ... + coyn ()
fonksiyonu (2) homogen diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiidiir.
Tanmim: (2) homogen diferensiyel denkleminin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii

olan y1,y2, ..., yn fonksiyonlarmin olusturdugu {yi1,y2, ...,y } kiimesine (2) ho-
mogen diferensiyel denkleminin temel ¢oziimler kiimesi denir.



Ornek 4. 3y —y' = 0 diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
y1 = 1,y0 = €® ve y3 = e~ * diir. Gergekten, W (y1,92,y3) () = 2 # 0 dir. Bu
denklemin temel ¢oziimler ciimlesi {1,e”,e~*} olup denklemin genel ¢tziimii

y=-c1 +coe” +cze””
dir.
n-yinci basamaktan lineer homogen olmayan

L(D)y=(ap(z)D"+a1(x) D"+ ...+ ap—1(x) D+ a, (x))y = f(z)

diferensiyel denklemini ele alalim. Bu denkleme iligkin L (D)y = 0 homogen
denklemin genel ¢oziimii

yn (z) = 11 () + caya (T) + .. + coyn (7)

ve homogen olmayan L (D)y = f () denkleminin bir 6zel ¢oziimii y, (z) ise
homogen olmayan L (D)y = f (x) denkleminin genel ¢tziimi

y=yn(x) +yp ()

dir.

Ornek 5. 4/ —y = cosz denklemine iligkin homogen denklem 3" —y =0
olup bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri y; = e ve yo = e~” dir ve homogen
kismin genel ¢oziimii
—x

yn () = c1e” + coe

dir. Homogen olmayan denklemin bir 6zel ¢oziimii y, (z) = _co;at olup ho-

mogen olmayan denklemin genel ¢oziimii

y = yn(z)+yp ()
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dir.



