1. GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER VE CESITLERI

Tanim 1. a bir reel say1 ve f fonksiyonu her bir ¢ > a igin [a, t] araliginda integrallenebilir

olsun.

t—o00

lim j f(z)da (1)

ifadesinde f fonksiyonunun [a, +00) arahigi tizerindeki birinci gesit genellegtirilmis integrali

denir ve

7 [ () d (2)

ile gosterilir. Eger (1) deki limit varsa (2) integrali yakinsak, limit yoksa integral iraksaktir

denir.

f fonksiyonunun (—oo, b] ve (—oo, +00) araliklar iizerindeki birinci gesit genellegtirilmis inte-

gralleri de benzer sekilde

7 f(@)do= tim_ / f(@)da 3

ve

7f($)dx=/cf($)d$+7of(x)dﬂf (4)

bigiminde tanimlanir. Son ifadede ki ¢ sayisi herhangi bir sabit sayidir. (4) esitliginin sagindaki

her iki integral yakinsak olmasi durumunda / f (z) dz integrali yakinsakti. Buna gére

C S

[r@ s = tin_ [f@des tim [ fis)ds (5)

t c

olacaktar.

Tanim 2. f fonksiyonu [a,b) araligimin her bir kapali alt aralig: iizerinde integrallebilir ve



b

lilil_ f(z) = 400 (veya —o0) olsun. Bu taktirde / f () dx integraline ikinci gesit genellegtir-
ilmig integral, b noktasina

da bu integralin bir singiiler noktasidir denir. Bu integralin degeri

t

b
/f (z)dr = lim [ f(r)dr

r—b

bi¢iminde tanimlanir. Son esitlikte, sagdaki limit varsa soldaki integral yakinsaktir.

f fonksiyonu (a,b] araligimin kapali her bir alt araliginda integrallenebilir ve llm f(z) =

+00 (veya —o0) oluyorsa, f fonksiyonunun [a,b] aralig) iizerindeki ikinci gesit genellegtirilmis

integrali
b

fre dm—m/f

bigiminde hesaplanir.

Integralin singiiler noktasi, [a,b] arahgmm bir ¢ i¢c noktasi ise, [a, b] aralig {izerindeki ikinci

gesit genellegtirilmis integral

/bf(x)dx:/cf(x)dx—l—/bf(x)dx

biciminde tanimlanir.

Tanmim 3. Bir integral, hem birinci gesit genellestirilmis integralin hem de ikinci gesit genellestir-
ilmis integralin 6zelliklerine sahipse, yani fonksiyon hem sinirsiz bir aralik iizerinde tanimli hem
de bu araligin en az bir noktas1 komgulugunda sinirsiz ise bu integrale iigiincii cesit genellestir-

ilmig integral denir.

Ornek 1. Agagidaki integrallerin cesitlerini bulunuz.

e~ (31 + 5) T

)/ erBr+s) b)/ /
1+sin’z T+ 22 3x+2

0



Coziim.

a) (—oo,00) araliginda
e " (3x+5)
1+ sin’x

f(x) =

ile taniml fonksiyon siirekli olup, bu araligin her bir kapali alt araliginda f fonksiyonu in-
tegrallenebilirdir. Integrasyon araligi sinirsiz oldugunda, integral birinci cesit genellestirilmis

integraldir.

b) Integrasyon araligi smirhdir.
1 1

r+22 z(x+1)

olup
) 1
lim ———— =00
e—0t x (x4 1)
oldugundan; x = 0 noktas: singiiler noktadir. Ancak x = —1 ¢ [0,1] oldugundan x = —1

singiiler nokta degildir. Dolayisiyla verilen integral, ikinci cesit genellestirilmis integraldir.

. 1
c) Integrasyon araligi simrsiz ve f(r) = ————— ile tamuml fonksiyon x = 1 ve z = 2
2?2 —3x+2

noktalarinda smirsizdir. Buradan verilen integral, iclincii gesit genellestirilmis integraldir.
Birinci Cesit Genellestirilmis Integrallerin Céziimlenmesi

Her ¢ > a olmak iizere, [a,t] araliginda f fonksiyony integrallenebilir olsun. Eger

t—oo

lim j f(z)dw

limiti sonlu olarak mevcut ise / f (z) dz genellegtirilmig integrali yakinsaktir ve degeri / f(z)dr =

t
limy oo / f (z) dx seklindedir.

a

. T 1
Ornek 2. / a2 dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
x
0



Coziim. Verilen integral birinci cesit genellestirilmis integral olup

dr = lim arctanz |}

t—o00

) 1
lim
t—woo | 14+

= lim (arctant — arctan0)
t—00
i

2

bulunur. Dolayisiyla verilen integral yakinsak ve degeri g’ dir.

o0

" 1
Ornek 3. / . i_ x2 dz integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
x

—00

Coziim. Verilen integral birinici cesit genellestirilmis integraldir. Buradan

0 0 [e’s)
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/1+x2m /1+x2 x—i_/l—I—sz
S o0 0

0

1
yazilabilir. [} = / 1 i;d:c olmak tizere
0 t .
1+x . +x
/1+x2d$ = Jm 1—|—x2d$
—00 0
t t )
1 1 T
= I dx + = d
Basir /1—|—x2 $+2/1—|—x2 .
0 0
: ¢, L 2\ |t
= tEI;IlOO arctan x |, +§ln (1+27) [
= ©

elde edilir. Dolayisiyla I; integrali iraksak oldugundan verilen integral iraksaktir.
Tkinci Cesit Genellestirilmis Integrallerin Coziimlenmesi

f fonksiyonu, [a,b) araliginin her alt araliginda integrallenebilir fakat x = b noktasinda sinirsiz



olsun. Eger

e—0t

/bf (x)dr = lim b/gf (x) dx

limiti sonlu olarak mevcut ise verilen integral yakisaktir, aksi taktirde iraksaktir.

f fonksiyonu, (a, b] araliginin her alt araliginda integrallenebilir fakat x = a noktasinda sinirsiz

olsun. Eger

e—0t
a-+e

jf@ﬁ&leljf@ﬁm

limiti sonlu olarak mevcut ise verilen integral yakisaktir, aksi taktirde iraksaktir.

f fonksiyonu, [a, b] arahigimin bir ¢ i¢ noktasinda simrsiz kaliyorsa

jﬂmmzjﬂmw+jﬂ@m

olup sagdaki iki integral de yakinsak ise, soldaki integral yakinsak olur. Ancak sagdaki inte-

grallerden en az biri 1raksak ise soldaki integral iraksak olur.

1
e 1
Ornek 4. | ——dxz integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
/ Iz ey Y
0
Coziim. lim Winwrs = oo oldugundan, integral ikinci cesit genellegtirilmis integraldir.
r—1— — X

Buradan

= lim

1 1—¢
[t =ty [ =
—ax ———AaX
1 — a2 e—0+ 1 —a?
0 0

= lim arcsinz |5 ¢
e—0*t

= lim (arcsin (1 — ) — arcsin 0)
e—0t
T

2

bulunur. Dolayisiyla, verilen integral yakinsak ve degeri g’ dir.



Uciincii Cesit Genellestirilmis Integrallerin Céziimlenmesi

f fonksiyonu, z = a noktasinda sinirsiz olsun. O halde, bu integral

7f (z)dw = /bf(x)der]of(x) dx

seklinde olup birinci cesit ve ikinci gesit integral bigiminde yazilabilir. Dolayisiyla, birinci
gesit ve ikinci cesit integral coziimlemesiyle tigiincii gesit genellegtirilmis integralin yakinsaklik

durumu incelenebilir.

o dx
Ornek 5. ——— integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
/ Vi (z+1) & Y Y

Coziim. Integrasyon araligi sinirsiz ve

1
lim ——— =

a—0t /2 (x4 1)

oldugundan verilen integral iigiincii gesit genellestirilmis integraldir. Buradan

/ x+1 /\/_Jc+1+/\/§x+1

0

olup
1
7 ._/ dx
Vet
0

ikinci cesit genellegtirilmig integrali ve
/ dz
IQ = e
Vi (z+1)
1

birinci cesit genellestirilmis integralinin toplami gseklinde yazilabilir. Simdi bu integral deger-



lerini hesaplayalim. Buradan

1
7 _/ dz
N AVAICEY
0
— lim
ot o (24 1)
= lim (2arct ;
t_l,%}r( arctan\/z |})
m

2

ve
Lo 7 dx
S AVACESY
1
t
. / dx
= lim [ ————
t—o0 \/E(a:—l—l)
1
= lim (2arctan v/z [})
o
2
olup
I = L+1

oldugundan [ integrali yakinsan ve degeri 7’ dir.



