
2. GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRALLER İÇİN YAKINSAKLIK TESTLERİ

Birinci Çeşit Genelleştirilmi̧s İntegraller İçin Yakınsaklık Testleri

a) Mutlak yakınsak her integral yakınsaktır. Yani

b∫
a

|f (x)| dx yakınsak⇒
b∫
a

f (x) dx yakınsaktır.

Ancak tersi doğru değildir.

b) Kaŗsılaştırma Testi

[a, b) aralı̆gı üzerinde tanımlı ve sürekli f ve g fonksiyonları 0 ≤ f (x) ≤ g (x) eşitsizliğini

sağlasın. Buradan

(1)

∞∫
0

g (x) dx integrali yakınsak ⇒
∞∫
0

f (x) dx integrali yakınsaktır.

(2)

∞∫
0

f (x) dx integrali ıraksak ⇒
∞∫
0

g (x) dx integrali ıraksaktır.

c) Kaŗsılaştırma Testinin Limit Formu

Pozitif tanımlıbir f fonksiyonu için lim
x→∞

xpf (x) = c olsun. Eğer

(1) 0 ≤ c <∞ ve p > 1⇒
∞∫
a

f (x) dx integrali yakınsaktır.

(2) 0 < c ≤ ∞ ve p ≤ 1⇒
∞∫
a

f (x) dx integrali ıraksaktır.

d) Abel Testi

ϕ, [a,∞) aralı̆gı üzerinde sürekli ve aynı aralık üzerinde sürekli türeve sahip bir fonksiyon

olsun. Eğer

1) Φ (x) =

x∫
a

ϕ (t) dt, [a,∞) aralı̆gında sınırlıve
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2) g monoton azalan ve lim
x→∞

g (x) = 0

oluyorsa
∞∫
a

ϕ (x) g (x) dx

integrali yakınsaktır.

Örnek 1. Aşağıdaki integrallerin yakınsaklık durumlarınıinceleyiniz.

a)

∞∫
1

dx√
x+ x3

b)

∞∫
1

xdx

3

√
(4x2 + 1)2

c)

∞∫
1

e−x
2
dx

Çözüm.

a) f (x) =
1√

x+ x3
ile tanımlıfonksiyon, her x ≥ 1 için [1,∞) aralı̆gının her alt aralı̆gında

integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci çeşit genelleştirilmi̧s integraldir.

x ≥ 1 için

x+ x3 ≥ x3

√
x+ x3 ≥

√
x3

1√
x+ x3

≤ 1√
x3

olup

∞∫
1

1√
x3
dx integrali p =

3

2
> 1 olduğundan harmonik seriden yakınsaktır. O halde,

kaŗsılaştırma testinden verilen integral yakınsaktır.

b) f (x) =
x

3

√
(4x2 + 1)2

ile tanımlıfonksiyon, her x ≥ 1 için [1,∞) aralı̆gının her alt aralı̆gında

integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci çeşit genelleştirilmi̧s integraldir.

x ≥ 1 için

lim
x→∞

xp=
1
3

x

3

√
(4x2 + 1)2

=
1
3
√

42

olup p =
1

3
ve c =

1

2
4
3

< 1 olduğundan limit testi gereğince verilen integral ıraksaktır.
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c) f (x) = e−x
2
ile tanımlı fonksiyon, her x ≥ 1 için [1,∞) aralı̆gının her alt aralı̆gında

integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci çeşit genelleştirilmi̧s integraldir.

x ≥ 1 için

x ≤ x2

−x ≥ −x2

e−x ≥ e−x
2

e−x
2 ≤ e−x

olup

∞∫
1

e−xdx = lim
t→∞

t∫
1

e−xdx

= lim
t→∞

(
−e−x |t1

)
=

1

3

< ∞

olup

∞∫
1

e−xdx integrali yakınsaktır. Kaŗsılaştırma testinden verilen integral yakınsaktır.

İkinci Çeşit Genelleştirilmi̧s İntegraller İçin Yakınsaklık Testleri

a) Kaŗsılaştırma Testi

Pozitif tanımlıf fonksiyonunun tek singüler noktasıb ve her x ∈ [a, b) için f (x) ≤ g (x) olsun.

O halde

(1)

b∫
a

g (x) dx integrali yakınsak ⇒
b∫
a

f (x) dx integrali yakınsaktır.

(2)

b∫
a

f (x) dx integrali ıraksak ⇒
b∫
a

g (x) dx integrali ıraksaktır.

b) Limit Testi
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Pozitif tanımlıf fonksiyonunun tek singüler noktasıb ve lim
x→b−

(b− x)p f (x) = γ ya da lim
x→a+

(x− a)p f (x) =

γ olsun. O halde

(1) 0 ≤ γ <∞ ve p < 1 ise

b∫
a

f (x) dx integrali yakınsaktır.

(2) 0 < γ ≤ ∞ ve p ≥ 1 ise

b∫
a

f (x) dx integrali ıraksaktır.

Örnek 2. Aşağıdaki integrallerin yakınsaklık durumlarınıinceleyiniz.

a)

1∫
0

dx√
1− x2

b)

∞∫
0

dx

1− x4 c)

3∫
2

dx

x2 (x3 − 8)

2

3

Çözüm.

a) İntegrasyon aralı̆gısınırlıve

lim
x→1−

1√
1− x2

=∞

olup x = 1 singüler nokta olmak üzere verilen integral ikinci çeşit genelleştirilmi̧s integraldir.

Her x ∈ [0, 1) için

x2 ≤ x

1− x2 ≥ 1− x
√

1− x2 ≥
√

1− x
1

1− x2 ≤
1√

1− x

olup

1∫
0

dx√
1− x

integrali p =
1

2
< 1 olduğundan yakınsaktır. Dolayısıyla, kaŗsılaştırma testin-

den verilen integral yakınsaktır.

b) İntegrasyon aralı̆gısınırsız ve x = 1 singüler nokta olduğundan verilen integral üçüncü çeşit
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genelleştirilmi̧s integraldir. Buradan

I =

∞∫
0

dx

1− x4 =

1∫
0

dx

1− x4 +

2∫
1

dx

1− x4 +

∞∫
2

dx

1− x4

yazılabilir. O halde I1 :=

1∫
0

dx

1− x4 integraline limit testi uygulanırsa

lim
x→1−

(1− x)p
1

1− x4 = lim
x→1−

(1− x)p
1

(1− x) (1 + x) (1 + x2)
= γ

olup p = 1 için γ =
1

4
bulunur. γ < 1 olduğundan limit testi gereğince I1 integrali ıraksak

olarak bulunur. Dolayısıyla I integrali ıraksaktır.

c) İntegrasyon aralı̆gısınırlıve x = 2 singüler nokta olduğundan verilen integral ikinci çeşit

genelleştirilmi̧s integraldir. Limit testi uygulanırsa

lim
x→2+

(x− 2)p
1

x2 (x− 2)
2
3 (x2 + 2x+ 4)

2
3

= γ

olup p =
2

3
için γ = 0 bulunur. Limit testi gereğince de verilen integral yakınsaktır.
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