2. GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER IiCIN YAKINSAKLIK TESTLERI

Birinci Cesit Genellestirilmis Integraller Icin Yakinsaklik Testleri

a) Mutlak yakinsak her integral yakinsaktir. Yani

/ |f (z)| dx yakinsak = / f (z) dx yakinsaktir.

Ancak tersi dogru degildir.
b) Karsilagtirma Testi

[a,b) aralig1 iizerinde tamimlh ve siirekli f ve g fonksiyonlar1 0 < f(z) < g (z) esitsizligini

saglasin. Buradan

(1) / ) dz integrali yakinsak = / f (z) dz integrali yakinsaktir.

(2) / f (z) dx integrali raksak = / ) dz integrali wraksaktir.

¢) Kargilagtirma Testinin Limit Formu

Pozitif tanimh bir f fonksiyonu i¢in lim z?f () = ¢ olsun. Eger
T—00

1)0<c<ovep>1= /f (x) dz integrali yakinsaktir.

(2)0<c<ovep<l= /f (x) dz integrali iraksaktir.

d) Abel Testi

¢, |a,00) aralig {izerinde siirekli ve aym aralik {izerinde siirekli tiireve sahip bir fonksiyon

olsun. Eger

1) (x) = /gp (t)dt, [a,00) araliginda smirl ve

a



2) g monoton azalan ve lim g (z) =0

r—00

oluyorsa

/w () g (z) dz

integrali yakinsaktir.

Ornek 1. Asagidaki integrallerin yakinsaklik durumlarim inceleyiniz.

[e.e]

a) 1/ % b) 1/ f’/% o) / e dy

1

Coziim.

1
a) f(z) = N ile tanmiml fonksiyon, her = > 1 igin [1, c0) araliginin her alt arahiginda

integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci gesit genellegtirilmis integraldir.
x> 1 i¢in
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olup / \/?da: integrali p = 3 > 1 oldugundan harmonik seriden yakinsaktir. O halde,
1

kargilagtirma testinden verilen integral yakinsaktir.

b) f(x) = T ile tamml fonksiyon, her = > 1 igin [1, 00) araliginin her alt arahiginda
¢/ (422 + 1)
integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci gesit genellestirilmis integraldir.

z > 1 i¢in
1
lim 27=3 ’ =2
T (a2 1)? VA

1

o < 1 oldugundan limit testi geregince verilen integral iraksaktir.
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c) f(z) = e ile tammh fonksiyon, her 2 > 1 icin [1,00) aralgmn her alt arahgmnda

integrallenebilirdir. O halde, verilen integral birinci cesit genellestirilmis integraldir.

r > 1 i¢in
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olup / e~ *dx integrali yakinsaktir. Karsilagtirma testinden verilen integral yakinsaktir.
1

Ikinci Cesit Genellestirilmis Integraller I¢in Yakinsaklik Testleri
a) Kargilagtirma Testi

Pozitif tanimh f fonksiyonunun tek singiiler noktasi b ve her = € [a,b) igin f () < g (x) olsun.

O halde

(1) / ) dz integrali yakinsak = / f (z) dx integrali yakimsaktir.

(2) / f (z) dx integrali raksak = / ) dz integrali iraksaktir.

b) Limit Testi



Pozitif tamimli f fonksiyonunun tek singiiler noktasi b ve lim (b — z)” f () = yyada lim (z —a)” f |

T—b~ z—a™t

v olsun. O halde

b
() 0<y<oovep<lise /f () dx integrali yakinsaktir.

b
(2)0<y<ocovep>1ise /f (x) dz integrali iraksaktir.

Ornek 2. Agagidaki integrallerin yakinsaklik durumlarini inceleyiniz.

3

1 o)
dx dx dx
- b =
a)/\/l—x2 )/1—«%’4 C)/ 2

Coziim.

a) Integrasyon araligi smirh ve

1
lim ——— =

o1- /T — a2
olup x = 1 singiiler nokta olmak iizere verilen integral ikinci cesit genellestirilmis integraldir.

Her z € [0,1) icin
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den verilen integral yakinsaktir.

1
integrali p = 3 < 1 oldugundan yakinsaktir. Dolayisiyla, karsilagtirma testin-

b) Integrasyon araligi sinirsiz ve x = 1 singiiler nokta oldugundan verilen integral tigiincii gesit



genellegtirilmis integraldir. Buradan
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— integraline limit testi uygulanirsa

1
yazilabilir. O halde I; : /
0

1
lim (1— )P = lim (1 - 2)
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1
olup p = 1igin v = 1 bulunur. v < 1 oldugundan limit testi geregince [; integrali iraksak

olarak bulunur. Dolayisiyla I integrali iraksaktir.

c) Integrasyon araligi simirli ve x = 2 singiiler nokta oldugundan verilen integral ikinci cesit

genellegtirilmis integraldir. Limit testi uygulanirsa

1
lim (z —2)" =7
z—2* 22 (x —2)% (22 + 22 + 4)

2
3

W

2
olup p = 3 icin v = 0 bulunur. Limit testi geregince de verilen integral yakinsaktir.



