
3. GAMMA VE BETA FONKSİYONLARI

Gamma Fonksiyonu

Γ (n) =

∞∫
0

xn−1e−xdx

integrali, n > 0 için yakınsaktır, n ≤ 0 için ise ıraksaktır.

Örnek 1. n ∈ N için Γ (n) = (n− 1)! olduğunu gösteriniz.

Çözüm.

Γ (n) =

∞∫
0

xn−1e−xdx

= lim
t→∞

t∫
0

xn−1e−xdx

= lim
t→∞

(xn−1e−x) t|0 +

t∫
0

(n− 1)xn−2e−xdx


= lim

t→∞

{
−t

n−1

et
+ 0

}
+ lim

t→∞
(n− 1)

t∫
0

e−xxn−2dx

= (n− 1) lim
t→∞

t∫
0

xn−2e−xdx

= (n− 1)

∞∫
0

xn−2e−xdx

︸ ︷︷ ︸
Γ (n− 1)

Yukarıdaki yöntemi Γ (n− 1)’e uygularsak,
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Γ (n) = (n− 1) (n− 2) Γ (n− 2)

= (n− 1) (n− 2) ...1 Γ (1)︸︷︷︸
1

Γ (n) = (n− 1)!

Γ (n+ 1) = n!

NOT 1. ∀t > 0 için Γ (t) =
1

t
Γ (t+ 1) olduğu biliniyor.

Bundan yararlanarak Γ fonksiyonunun tanım kümesi daha da geni̧sletebiliriz. Eğer −1 <

t < 0 =⇒ 0 < t + 1 < 1 olduğundan Γ (n+ 1) integrali mevcuttur. Yukarıdaki nottan Γ (t)

mevcuttur. Demek ki −1 < t < 0 için Γ (t) mevcuttur.

Benzer şekilde −2 < t < −1 =⇒ Γ (n+ 1) anlamlıdır (mevcut). Benzer yöntem ile −n < t <

−n+ 1 =⇒ Γ (t) anlamlıdır.

Böylece Γ fonksiyonunun tanım kümesini R\ {0,−1,−2, ...} olarak alabiliriz.

Örnek 2.

∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π

2
olduğu biliniyor. Buna göre Γ

(
1
2

)
=?

Çözüm. Γ
(
1
2

)
=

∞∫
0

x−
1
2 e−xdx =

∞∫
0

e−x√
x
dx

=

∞∫
0

(t2)
− 1
2 e−t

2
2tdt

= 2

∞∫
0

t−1te−t
2
dt

= 2

√
π

2

=
√
π

(x = t2 =⇒ dx = 2tdt)
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Ödev 1. Yukarıdaki integralden yararlanarak Γ
(
3
2

)
’yi hesaplayınız.

Beta Fonksiyonu

β (m,n) =

1∫
0

xm−1 (1− x)n−1 dx

integrali m > 0 ve n > 0 için yakınsaktır. Diğer durumlarda ıraksaktır.

Ayrıca,

1) β (m,n) = β (n,m)

2) β (m,n) = 2

π/2∫
0

sin2m−1 θ cos2n−1 θdθ

sağlanır, gösteriniz.

NOT 2. β (m,n) =
Γ (m) Γ (n)

Γ (m+ n)
bağıntısıgerçeklenir.

Örnek 3.

1∫
0

x4 (1− x)3 dx integralini hesaplayınız.

Çözüm. β (m,n) =

1∫
0

xm−1 (1− x)n−1 dx

m− 1 = 4 =⇒ m = 5

n− 1 = 3 =⇒ n = 4

O halde, β (5, 4) =
Γ (5) Γ (4)

Γ (5 + 4)
=

4!3!

8!
=

1

280

Ödev 2.

2∫
0

x2√
2− x

dx integralini hesaplayınız.
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