4. VEKTOR DEGERLI FONKSIiYONLARIN LiMiTi, SUREKLILiGi,
TUREVI VE INTEGRALLERI

Vektor Degerli Fonksiyon

D C R olmak iizere f: D — R ile tamimh f reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar:
t— f(t)
inceledik.
Yine V' bir vektor uzay olmak iizere,
DCR, F: D=V ile tanimlh fonksiyona reel degiskenli ve vektor degerli fonksiyon
t— 7 (1)

denir.

Vektor degerli fonksiyonlar: biiyiik harfle gosterecegiz ve cogu kez V' yerine R? alacagiz.
o — — —
Ornek 1. F (t)=Inti +e'j ++1—t>k ile tammh fonksiyon i¢in D;’i bulunuz.

Cozim. f,(t) =Int = Dy ={teR:t>0} = (0,00)
fo(t)=e" = Dy =R = (—00,00)

f3(t)=vV1—t?= Dy, ={teR:1-t*>0}
={teR:-1<t<1}
= [-1,1]

Df = Df1 N Df2 N Df3 = (0,00) N (—O0,00) N [—1, 1]
= (0,1]

Tanim 1. F ile G vektor degerli ve h ile u reel degerli fonksiyonlar olmak iizere,
DFEFG@)=F)FCE({)
2) (F.G)(t) = F(t).G (t)

3) (FxG) (t) = F ()G (1)



4) (hF) (t) = h(t) F (1)

5) (Fou) (t) = F (u(t))

ile tanumlanir.

. g — — —
Ornek 2. F (t) =sinti —costj +tk
— — - =
G (t) =costi —sintj + k
h(t) =+t
u(t) = t?

fonnksiyonlar: verilsin. Yukaridaki tanimda gegen ozellikleri sagladigin gosteriniz.

Coziim. 1) <F’¢6) ) =F (#)F G ()
:(sintiﬁ:ost)?—l—(—costIFsint)T—i-(tIFl)?

|

2)(

— — —

.G) (t) = F (1).G (¢)
=sintcost + (—sint) (—cost) +t
= 2sintcost +t

7 Jj k
3) (T&ﬁ) ()= F ()xG (t) = | sint —cost ¢
cost —sint 1

= (—cost—i—tsint)? — (sint—tcost)7+ (—sin®t + cos® t) ¥

4) (RF) () =h(t) F(t)
=\t <sin 7 — cos t7 + t?)
= tsint7> — \/fcost7> + IK/%E>
5) (Fou)(t) = F (u(t))
= F ()

= sin (#?) i — cos (t?) T4k



— — —
Tamim 2. F (t) = f1(t) i + fo(t) 7 + f3(t) k olmak iizere, F' (t)'nin normu,

FOFD = /(0 + (B0 + (s 1)
— IF @)

seklinde tanimhdir.

. —
Ornek 3. F (t) =sin £ — cos t? + t k vektor degerli fonksiyonu verilmis olsun.

|F )] = Vsin? t + cos? t 4 t2

= V14t
Tanim 3. F ile G vektor degerli fonksiyonlar1 D iizerinde ortogonaldir (diktir) <= Vt € D
icin F'(t) .G (t) = 0 saglanur.
— —
F fonksiyonu G fonksiyonuna dikse F' 1 G ile gosterilir.

Ornek 4. F(t)=(t—12) 7 +(1+3t) ] — 2tk
— — —
Gt)y=Q0-2t) i +tj +(1+)k

vektor degerli fonksiyonlar: R {izerinde ortogonal midir?

Coziim. Vt € R, F (t).G (t) — k) (1 =2t) 4+ (1 +3t)t + (—2t) (1 + ¢?)

(
0

O halde F' L G (R tizerinde).

Vektor Degerli Fonksiyonlarin Limit ve Siirekliligi

Tanmim 4. D C R ve F': D — R? vektor degerli fonksiyon olmak tizere ¢, € D' olsun, burada
D', D’nin yigilma noktalar1 kiimesidir. F fonksiyonunun ¢, noktasinda bir L vektdr limitine

sahip olmasi igin <= Ve > 0, 30 = § (¢,tg) 20 < |t — to| < 0 esitsizligini gergekleyen her ¢t € D
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—

— — —
i¢in H Ft)— L H < € olmasidir. Bu durumda lim F' (¢) = L saglanir.

t—to

Tanim 5. D C R ve F': D — R3 vektor degerli fonksiyon olmak iizere F (t) = fi(t) T+
f2 (1) 7 + f3(t) & verilsin ve to € D" olsun.

— — — —
lim F (t) = (lim fi (t)) i+ (lim f2 (t)) |+ (lim f3 (t)) k
t—to t—to t—to t—to
N -— 7/ N -~ s N— —
a b c
ﬁ
= L
— — —
= ai +bj +ck
saglanir.
v — o sint— t+3 — . O 1. . .. -
Ornek 5. F (t) =¢€'i + L + P k vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere L =
lim F(t) =?
Coziim.
.= B . t>—> . sint\ — t+3 \ >
0 = () T () T (5
— — —
= 1i+1j+3k
- = 37

Teorem 1. F ile G vektor degerli fonksiyon ve lim 7 (t) = Ly, lim G (t) = Ly olsun. O

t—to t—to
halde,



— — —_ =
b) lim (F (1) G (1)) = L1 I
e — — - —
c) thr? (F t)xG (t)) = LixLs
—tlo0
saglanir.
o — — —
Ornek 6. (t) =costi +sintj +tk

ﬂ
F
— — — —
G (t)=sinti +costj +(t—1) k

vektor degerli fonksiyonlar1 kullanarak yukaridaki tanim ¢zelliklerini gosteriniz.

— — B I
Coziim. a) 1in5<F(t):FG(t)>:L1:F 2= 1+ j —k
— — — —
b) lim<F(t).G(t)>: 1 Is=0
t—to
1 J k
c)}irg(?(t)xﬁ(t))zzxzz 100 |=j+k
—10
01 —1

Tanim 6. D C R ve F : D — R3 vektor degerli fonksiyon olsun. F, t, € D' noktasinda
stirekli <= Ve > 0, 36 = (¢,t9) > 0 5|t — to| < d ozellikli her t € D igin ||F' (t) — F (to)|| < ¢

saglanir.

Not 1. ¢ € DN D’ olsun. O halde F' fonksiyonu ty’da siirekli <= lim F'(t) = F (t() saglanur.

t—to

. — —  sint— — oo
Ornek 7. F: D — R3 olmak iizere F (t) = [|t|]] i + —J+ e' k ile tammh vektor degerli

fonksiyonu verilsin.

a) F, to = 0 noktasinda bir limite sahip midir?

b) F, ty = 0 noktasinda siirekli midir?

Coziim. to =0 RNR ve f; (t) = [|t]]; lirn+[|t|] =0 ve lim [|t|]] = —1 oldugundan %ir% fi(x)
t—0 t—0— —

limiti mevcut degildir. O halde Pn%F (t) mevcut degildir.
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. int
Ornek 8. F : D — R? olmak tizere F (t) = (t*+1) T+ %7 + etk ile tanmh vektor

degerli fonksiyonu verilsin.
a) to = 0 noktasinda limitini bulunuz.

b) ty = 0 noktasinda F, siirekli midir?

Coziim. a) tp=0c RNR’
int
i () = (tig (24 ) 7o+ (1 =) T (i)
t—0 t—0 t—0 ¢ t—0
- = =
=i+ 7 +k
b) f1(t) = t? + 1 olmak iizere fi, t = 0’da siireklidir.

int
fa(t) = % olmak iizere fy, t = 0’da tamimsiz oldugundan siirekli degildir.

O halde F' fonksiyonu, t = 0’da siirekli degildir.

Not 2. Burada yine belirtelim ki F' vektor degierli fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in yeter ve

gerek sart her bir bilegen fonksiyonun siirekli olmasidir.

Teorem 2. F' ve G vektor degerli fonksiyonlar olmak {iizere, F, G t; noktasinda siirekli oluy-

orlarsa F'+ G, F.G, FxG fonksiyonlar1 da ¢ty noktasinda siireklidir.

Vektor Degerli Fonksiyonlarin Tiirevi

Tanim 7. D CRve F: D — R3 ty € DN D olsun. Eger,

L F()-F(t)
t—to t - to

/ d
limiti varsa F', ty’da tiirevlidir denir ve F" (¢y) veya d_]; (to) ile gosterilir.

Tanmim 8. F’nin ¢y noktasinda tiirevli<=- fi, f5, f3 bilesen fonksiyonlarinin ty’da tiirevli



olmasidir. Bu durumda;

/

F'(t) = fi (to)i+ fo (to) j + f3 (to) k

gerceklenir.

Ornek 9. F (t) = |t|i + costj + sintk ile verilen fonksiyon ¢ = 0 noktasinda tiirevli midir?

Cozim. f;(t) = [t|, fo(t) = cost, f3(t) =sint

fi1(t) = |t| ile tanimh fonksiyon ¢ = 0’da tiirevli degildir. O halde F, ¢t = 0’da tiirevli degildir.

Teorem 3. F ve G vektor degerli fonksiyonlar: ¢ noktasinda tiirevli ve h fonksiyonu da t

noktasinda tiirevli ise

) (F()FGt) =F (1) FG (1)
2)(F(t).G(t) =F (t).G(t)+F(t).G (t)
3) (F (1)xG (1)) = F' (t)xG (t) + F (1) xG' (t)
4) (h(t) F(t)) =W (1) F () + h(t) F' ()

Ornek 10. F(t) =i —t*j +tk ve G (t) = ti + (1 +1t) j + (t* + 1) k fonksiyonlar1 verilsin.

F)G)=t—1*t+1)+t(t*+1)=2t— ¢

i k
Ft)xG@t)=|1 —t* ¢ =[(—t* =22 —t)i—j+ (1 +t+t3) K]
t 1+t 2 +1
(F(t)xG (1) = (=43 — 4t —1)i+0j+ (1 +3t2) k

(=483 —4t —1)i+ (1 + 3% k

Teorem 4. [ fonksiyonu (a,b) araliginin her noktasinda tiirevli ve de; || F (t)|| = ¢ (sabit)

olsun. O halde, F' 1 " gerceklenir.



Vektor Degerli Fonksiyonlarin Tiirevinin Geometrik Yorumu

F(t)—F (¢t —_—
Eger t >ty = w vektorii, Py P vektorii ile ayni yonliidiir.
— 1o
F(t)—F(t —
Eger t <ty = w vektorii, Py P vektorii ile ters yonliidiir.
— 1o

Dolayisiyla F' (t,) mevcut ise bu vektor, Py’dan gegen ve WD kiris vektorii limiti olan bir

vektordiir ve egri ile ayni yonliidiir. Eger HF "(to) H # 0 ise

F (o) ,
T(t,) = - , to noktasindaki teget vektor
O V) ;
T (t
N(t) = ®) , t parametreli noktadaki normal vektordiir.

Ornek 11. 7 () = costi + costj + v/2sintk egrisine t = % noktasindan ¢izilen (birim)

teget ve normal vektorii bulunuz.

Coziim. 1’ (1) = —sinti —sintj + v/2costk

Hr/ (t)” = V/sin?t + sin®t + 2cos2t = /2

(t 1
T(t) = r () = — (—sinti — sintj + V2 cos tk)

IO V2
T <i> = % (— sin —i — sin zj + v/2 cos zk‘)

4 4 4

12 ]_
Normal vektor igin; 7" (t) = —= (— cosi — cos j + v/2sintk) olup

V2

/ 1
HT (t)H = \/5 (2cos?t + 2sin’t) = 1.

— T/(t) —i — costi — costj sin
N = gy = g (7 oosti— costd + V2sinth)

1 1 1
v(E) =k
2 2 2




Burada r (t) — r (ty) yer degistirme vektoriidiir. ¢y anindaki hiz;

r(t) - : () _ ¢ (1) ve |V (to)]] huzn biiyikliigidiir.

Odev 1. r(t) =2(t —sint)i + 2 (1 — cost) j — Ok verilsin.

a) Hiz hangi zamanlarda sifir olur?

b) Ivmenin sifir oldugu bir zaman var midir?

Tanim 5.4.5: [ € R bir aralik ve r, I tizerinde tanimli bir vektor degerli fonksiyon olsun. Eger

I iizerinde siirekli tiireve sahip ve de I'nin her bir ¢ i¢ noktasi icin r (t) # 0 ise r, I {izerinde

"diizgiin bir fonksiyondur" denir. O halde r’nin temsil ettigi egri "diizgiin egri" demektir.



Uzay Egrilerinin Uzunluklar:

C' diizgiin bir egri olmak tizere 7 (t) = X (t)i +Y (t)j+ Z (t) k, a <t < b olsun.

L= [\ orsorwr s @ or)

a
b

- [l o]

a

Ornek 12. r (t) = 4costi+4sintj+3tk, 0 < t < 27 egri par¢asinin uzunlugunu hesaplayiniz.

Coziim. 1’ (t) = —4sinti +4costj + 3k = |~ @) = \/16 (sin®¢ + cos?t) +9=5

2

L= 7”7/ (t)]| dt = 5/dt: 107
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