6. BOLUM: COK DEGISKENLi FONKSiYONLAR
6.1. Giris

Simdiye kadar reel degerli ve vektor degerli fonksiyonlar: inceledik. Simdi
agagida ornekleri verildigi gibi ¢ok degislenli fonksiyonlar: inceleyecegiz.

A=2(xy +yz + zx)
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A=ay=Az,y) A=2(zy+yz+a2) = Ale,y,2)

Tanim 6.1.1: D C R", f: D — R
(X1,Z2, .., Tp) —u= f(T1,Z2,.., %)
n degigkenli fonksiyondur.
n = 1 i¢in tek degigkenli fonksiyondur.
n > 2 i¢in ¢ok degigkenli fonksiyondur.

6.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limit ve Siireklilik

Tanmim 6.2.1: DCR%2ve F: D—R fonksiyonu verilsin.
(@,y) = z=[(z,y)

(a,b) € D’ olmak iizere, ( %nn( b)F(m,y) =L <= Ve >0,36 >0 5D’nin
:D,y —(a,

(a,b) noktasimin ¢ komsulugundaki her (z,y) elemam i¢in |f (x,y) — L] < ¢
gergeklenir.

Sonug 6.2.2: D CR? f:D — R, z=f(x,y), (a,b) € D’ verilsin. O

halde;  lim f(z,y) =L << Ve >0,30>0 2z —a|<dvely—0b <0
(z,y)—(a,b)

ozellikli V (z,y) € D i¢in | f (z,y) — L| < € saglanir.
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r—a | y—b y—b lz—a

Eger, lim f (x,y) = L mevcut ise L1 = Ly = L saglanir. Diger yandan L ve

Ly mevcut ise Ly = Lo olsa bile (a, b) noktasinda limit olmak zorunda degildir.

Ayrica Ly ve Lo mevcut fakat Ly # Lo ise o zaman ( %un( b)f(x,y) limiti
T,y)—a,
mevcut degildir.
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0,0) (@¥)—(0.0) f (@)

limiti mevcut mudur?

Coziim: lirr%){lir%f(x,y)} = lim {lim e } =lim0=0=14
Tr— y—

z—0 | y—0 x2 —+ y2 z—0
lim {hm (z, y)} = lim < lim =1lim0=0= Ly
y—0 Lz—0 y—0

z—0 2 + y2 y—0
Ly = Ly = 0 sagland.
y = ma dogrular1 boyunca (0, 0) noktasina yaklagalim:
lim  f(x,y) = lim %2
(z,y)—(0,0) (z,2ma)—(0,0) 12 4 (a:m)
— lim "
- 250 x2 (1 + m2)
m

(14+m?2)
O halde m degistikge ( %IIH( : f (z,y) farkh degerler alir. Bu yiizden limit
z,y)—(0,0

yoktur.

Tanim 6.2.3: D CR? f: D — R ve z= f(x,y) olsun. Ayrica (a,b) € D
verilsin. Eger Ve > 0, 30 > 0 s> |z —a| < ¢ ve |y —b] < § olacak bigimde
YV (z,y) € Dicin |f (z,y) — f (a,b)] < € ise f, (a,b) noktasinda siireklidir.

Ayrica (a,b) € DN D' olmas halinde, f (a,b) noktasinda siirekli <=

lim z,y) = f (a,b) saglanir.
o (@y) = f(a,b) sag
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Ornek 3: f:R? = R, f(x,y) =
siirekli midir?

Coziim: F fonksiyonu (0, 0) noktasinda tanimli olmadigindan siireksizdir.

% fonksiyonu (0,0) noktasinda
T Y



6.3. Kismi Tiirevler
Tanim 6.3.1: DCR? f: D — R, z= f(z,y) ve (a,b) € DN D' olsun.

Eger
lim f(a+hab) 7f(avb)
h—0 h

-1,
limiti varsa F, (a,b) noktasinda = degiskenine gore kismi tiireve sahiptir.

0 0
8—?; (a,b), a—i |(a,b)> [z (@, b) notasyonlarindan biri ile gosterilir. Eger,

lim f(a7b+k) _f(a'ab)
k—0 k

:L2

limiti varsa f, (a,b) noktasinda y’ye gore kismi tiireve sahiptir denir ve

%g{ (a,b), % |(a,5)> [y (@, b) notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Ornek 4: z = f(z,y) = 2 + y? — 3zy fonksiyonu ve (1,2) noktas: verilsin.

F, (1,2) ve F, (1,2) degerlerini bulunuz.
(1+h 2) — f(1,2) _hm(1+h)2+4—3(1+h)2—(1+4—6)
h o h—0

lim
h—0

h
14+2h+h24+4—-6—-6h+1

= lim
h—0 h(h_4)
:%%T :_4:fm(1a2)

2
L2k - f(1,2) L LE@HR)’ 3@k 1444123

k—0 k k—0 k
54+ 4k+k*—6—3k+1
= lim
Ttk
= lim (1+
k—0 k
=1=f,(1,2)
x
. S 0,0
Ornek 5: f(z,y) = 224y 7y # ( eger varsa f, (0,0) ve
0 (,y) = (0,
fy (0,0) degerlerini bulunuz.
N 0
s es . f(0+h30)7f(070) I T h2+07
Gostm:Jim = Jim
lim 1 00
 h—0 h? N

O halde f (z,y) fonksiyonu (0,0) noktasinda z’e gore kismi tiireve sahip
degildir.
— 0
0,0+ k) — (0,0 2
e FO04R) - F0.0) g

k—0 k k—0 h
:]lirrbO:O:fy(0,0)




Ornek 6: f (2,7, 2z) = arcsin (%> fonksiyonu i¢in;
z

(z,y,2

(z,y,2
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tiirevleri birinci mertelgeden kismi tiirevlerdir.
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tiirevleri ise ikinci mertebeden kismi tiirevlerdir.
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Ornek 7: f(x,y) = e¥Y fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiim
kismi tiirevlerini bulunuz.
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Tamim 6.3.2: Eger f,, fy, foy, fye Kismi tiirevleri (a,b) noktasim iceren

agik bir bolgede tanimh ve (a, b) noktasinda siirekli iseler

f»Ly (a7 b) = fyab (Cl, b)

fyw =



saglanir.

Ornek 8: z = 22 — y? ise 2,0 + Zyy = 0 denklemi gerceklenir mi?

Coziim: z = 22 — > = 2z, = 2, 2y = —2Y, 2gx = 2, zyy = —2 yerine
yazalim.

Zgz + Zyy = 2 — 2 = 0 bulunur.

6.4. Zincir Kurah

Teorem 6.4.1: D CR?, f: D — R, z = f (w,y) siirekli bir fonksiyon olsun.
Ayrica f, f, kismi tiirevleri mevcut ve stirekli olsun.

Zaj i z EZ’ Z; } ile tanimh fonksiyonlarin u ve v’ye gore kismi tiirevleri mev-
cut ise z = f (g (u,v),h (u,v)) nin de u ve v’ye gore kismi tiirevleri vardir ve
of _ 0jos 01y
ou  Oxdu Oyodu
of _ 0f0s 0]y
ov Oz dv  Oyodv
gerceklenir.

T = e“cosv

N L 2 9\ ;s
Ornek 9: z =1In (35 +y ) G y = e¥sinv

} zincir kuralii kullanarak

Zu Ve 2z, yi bulunuz.
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2 (e* cosv) (e cosv) = 2(e*sinv) (e*sinv)
e2u (cos2 v + sin? v) e2u (C082 v + sin? v)
= 2cos?v + 2sinv
=2

e*sinv




	5. Hafta Çok Değişkenli Fonksiyonların Limit ve Sürekliliği
	5-1. Hafta Kısmi Türevler  Zincir kuralı

