2.4.Tam Diferensiyel Denklemler

Tanim. u = u (z,y) fonksiyonu D C R? bolgesinde siirekli birinci basamak-
tan tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. u = u (z,y) fonksiyonunun tam difer-
ensiyeli her (z,y) € D igin

ou ou
du = —d —d
U 3 x + 3 Y
ile tanimlanir.
Birinci basamaktan
P (z,y)dx+Q (z,y)dy =0 (1)

diferensiyel denklemini ele alalim. P (z,y)dz+ Q (z,y) dy ifadesi bir tam difer-
ensiyel ise (1) denklemine tam diferensiyel denklem denir. (1) denkleminin
tam diferensiyel olmasi icin gerek ve yeter kosul

OP (z,y) _ 0Q(z,y)
dy N ox

olmasidir. Denklem tam diferensiyel ise 6yle bir u = u (z,y) fonksiyonu vardir
ki

ou
ou

esitlikleri gergeklenir. Buradan tam diferensiyel denklemin genel ¢oziimii ¢ keyfi
sabit olmak tizere u (z,y) = ¢ olarak bulunur.

Ornek 1. (e“siny — 2ysinz)dz + (e cosy + 2cosx)dy = 0 diferensiyel
denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Coéziim. P (x,y) = e”siny — 2ysinz ve Q (z,y) = e” cosy + 2 cos x olmak

lizere
AP (z,y) 0Q (x,y)
dy ox

oldugundan denklem tam diferensiyeldir. Oyle bir v = u (z,y) fonksiyonu vardir
ki

=e”cosy — 2sinx =

% = €"siny —2ysinz (2)
g—Z = e"cosy+ 2cosx (3)

esitlikleri gergeklenir. (2) den a’e gore integral alinirsa

u(z,y) = e*siny + 2y cosz + h (y) (4)



elde edilir. (4) esitliginin y’ye gore tiirevi almip (3)’e egitlenirse

=e"cosy+2cosx+ h' (y) = e’ cosy + 2cosx

dy
den 2’ (y) = 0 — h(y) = ¢; olarak bulunur. Buradan tam diferensiyel denklemin

genel ¢oziimii e” siny + 2y cos x = ¢ olarak elde edilir.

Ornek 2. 2z (ye"’32 — 1) dx + edey = 0 diferensiyel denkleminin genel

¢Oziimiinii bulunuz.
Coziim. P (z,y) =2z (yeg”2 - 1) ve Q (z,y) = e olmak tizere

P
OP (@,y) _, 0t _ 9Q(,y)
y ox
saglandigindan denklem tam diferensiyeldir. Oyle bir u = u (z,y) fonksiyonu
vardir ki

8u 22

9 = 2z (ye — 1) (5)
8u 22

ﬁiy = ¢ (6)

egitlikleri gerceklenir. (5) dan z’e gore integral alinirsa

u(z,y) = ye* — 2+ h(y)

elde edilir. Buradan y’ye gore tiirev alimp (6)’ye esitlenirse h (y) = ¢; olarak

bulunur. u (z,y) = ye® — 22+ ¢y olup tam diferensiyel denklemin genel ¢oziimii
¢ keyfi sabit olmak iizere

formunda elde edilir.

Ornek 3: (1 + a?Q) dy + (2zy — tanz) dx = 0 denkleminin ¢dziimiinii bu-
lunuz.
P(x,y) = 2zy —tanz ve Q (z,y) = 1 + 22 i¢in P, = 2z = Q, oldugundan
denklem tamdir. Oyle bir u (x,%) fonksiyonu vardir ki
U, = 2zy—tanx
u, = 1+ z?

denklemlerini saglar. Boylece

u(z,y) = y+2’y+h(z)
= u, =2xy+h (z) =22y —tanx
Y (@) = — sin
cosx
= h(z)=1In(cosz)+ 1



oldugundan

u(z,y) = sabit
=y + 2%y +1n(cosz) =c

bulunur.
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2.5. Integral Carpan

P (z,y)dr+Q (z,y)dy =0

diferensiyel denklemi tam diferensiyel degil ancak A = A (z,y) ile carpildiginda
denklem tam diferensiyel oluyorsa A = A (z,y) fonksiyonuna bir integral ¢garpani
denir.

Integral carpani icin bazi 6zel durumlar asagidaki gibidir:

i) Sadece x degiskenine bagl integral ¢arpana:

Py_Q:v
Q

= g (z) oluyorsa diferensiyel denklem sadece = degiskenine bagh

/g(a:)dac
Az)=e

formunda bir integral ¢arpanina sahiptir.

ii) Sadece y degiskenine bagl integral ¢arpana:

Py_Qx

—5 =9 (y) oluyorsa diferensiyel denklem sadece y degigkenine bagh

/g(y)dy
Ay) =e

formunda bir integral ¢arpanina sahiptir.

iii) Sezgisel Yolla:
Diferensiyel denklem agagidaki diferensiyel gruplarlar yardimiyla gerekli diizen-
lemelerden sonra tam diferensiyel forma doniigtiiriilebilir.

xzdy —ydr Y
x? = d (E)
ydx —2 xdy — g (x)
Yy Yy
xdy —ydx y
21y = d (arctan x)
vdy —yde (n?)
Ty x
ydr +xdy = d(zy)
2zdr 4+ 2ydy = d(2°+y?)



P, - T
iv) Py =Qs g (v) ise denklem A = X (v) formunda bir integral ¢arpani

Quy — Py h
/g(v)dv
Alv)=e

vardir ve
Ornek 1. 2zydz + (y2 - 3z2) dy = 0 diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii
bulunuz.

olarak bulunur.

P, — Q. _ 2z + 6z

4
Cozilim. = —— olup sadece y’ye bagh
—-P —2zy Y
4

sy=e S 1=

Yy)=e = —

yl

formunda bir integral ¢arpami vardir. Denklem A (y) = y% ile carpilirsa tam

diferensiyel

denklemi elde edilir. Oyle bir u = u (x,y) fonksiyonu vardir 6yle ki

ou 2z
P T
ou 1 32
oo

esitlikleri saglanir. Bu iki egitlikten yararlanarak verilen denklemin genel ¢oziimii

olarak bulunur.

Ornek 2. (x2 +2y% + 1) dz+2xydy = 0 diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii
bulunuz.

P,—Q, 4y—2 1
Coziim. —Z QQ = y2 y_ - olup sadece z’ye bagh
Ty T

/\(:E)e/idwx

formunda bir integral ¢arpami vardir. Denklem A (z) = z ile garpilirsa tam
diferensiyel

(m3 + 2xy? + x) dz + 2x%ydy = 0



denklemi elde edilir. Oyle bir u = u (x,y) fonksiyonu vardir 6yle ki

ou

— = P+’ +a
ox

ou

2 = 942

oy vy

4 2
saglanmalidir. Bu iki egitlikten u (z,y) = r + z2y? + % + ¢1 bulunur. Den-
klemin genel ¢oziimii ¢ keyfi sabit olmak iizere

4 2
% + 2%y + % =c
formundadr.
Ornek 3. 22y%ds + (x3y — 3xy? —|—xy) dy = 0 diferensiyel denkleminin
¢Oziimiinii bulunuz.

Coziim. Sezgisel yolla gerekli diizenlemeler yapilirsa

22y dx + (zsy — 3xy® + xy) dy = 0
22yl de + 2dydy = «x (3y2 - y) dy
ya? (ydx + zdy) = =z (3y2 - y) dy
ya’d(zy) = x(3y* —y)dy

1
elde edilir. Denklem — ile carpilirsa
x

zyd (zy) = (3y* — y) dy

tam diferensiyel denklemi elde edilir. Esitligin her iki yaninin integralini alirsak

1
bulunur. (Burada integral garpam A\ = — dir. )
x

Ornek 4. (w4 + 2y) dx — zdy = 0 denklemini ¢oziiniiz.
Coziim. P(z,y) = ' +2y ve Q(z,y) = —z igin P, = 2, Q, = —1
oldugundan denklem tam degildir.

P, -Q, 3
[ —3dz —3lnz 1 STy %
= Aa)=el =¥ =¢ = — (sadece z e bagh integrasyon garpani)
x



Denklem m—lg ile garpilarak

2 1
(x+g)dm—2dy:0
x x

elde edilir. Denklem tam diferensiyeldir. O halde 6yle bir u (x,y) fonksiyonu
vardir ki

2y
1
Uy = —?
denklemlerini saglar. Boylece
2y
w(ey) =5~ L 4h()
1 1
:>“y:_9+h/(y):—ﬁ
=h(y)=a
olup ¢6ziim
2y
——==c
2 2

seklinde bulunur.
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