
2.4.Tam Diferensiyel Denklemler

Tan¬m. u = u (x; y) fonksiyonu D � R2 bölgesinde sürekli birinci basamak-
tan türevlere sahip bir fonksiyon olsun. u = u (x; y) fonksiyonunun tam difer-
ensiyeli her (x; y) 2 D için

du =
@u

@x
dx+

@u

@y
dy

ile tan¬mlan¬r.
Birinci basamaktan

P (x; y) dx+Q (x; y) dy = 0 (1)

sul

@P (x; y)

@y
=
@Q (x; y)

@x

olmas¬d¬r. Denklem tam diferensiyel ise öyle bir u = u (x; y) fonksiyonu vard¬r
ki

@u

@x
= P (x; y)

@u

@y
= Q (x; y)

eşitlikleri gerçeklenir. Buradan tam diferensiyel denklemin genel çözümü c key�
sabit olmak üzere u (x; y) = c olarak bulunur.

Örnek 1. (ex sin y � 2y sinx) dx + (ex cos y + 2 cosx) dy = 0 diferensiyel
denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm. P (x; y) = ex sin y � 2y sinx ve Q (x; y) = ex cos y + 2 cosx olmak
üzere

@P (x; y)

@y
= ex cos y � 2 sinx = @Q (x; y)

@x

oldu¼gundan denklem tam diferensiyeldir. Öyle bir u = u (x; y) fonksiyonu vard¬r
ki

@u

@x
= ex sin y � 2y sinx (2)

@u

@y
= ex cos y + 2 cosx (3)

eşitlikleri gerçeklenir. (2) den x�e göre integral al¬n¬rsa

u (x; y) = ex sin y + 2y cosx+ h (y) (4)

1

diferensiyel denklemini ele alal¬m. P (x; y) dx+Q (x; y) dy ifadesi bir tam difer-
ensiyel ise (1) denklemine tam diferensiyel denklem denir. (1) denkleminin
tam diferensiyel olmas¬için gerek ve yeter ko¸



elde edilir. (4) eşitli¼ginin y�ye göre türevi al¬n¬p (3)�e eşitlenirse

@u

@y
= ex cos y + 2 cosx+ h0 (y) = ex cos y + 2 cosx

den h0 (y) = 0! h (y) = c1 olarak bulunur. Buradan tam diferensiyel denklemin
genel çözümü ex sin y + 2y cosx = c olarak elde edilir.

Örnek 2. 2x
�
yex

2 � 1
�
dx + ex

2

dy = 0 diferensiyel denkleminin genel

çözümünü bulunuz.

Çözüm. P (x; y) = 2x
�
yex

2 � 1
�
ve Q (x; y) = ex

2

olmak üzere

@P (x; y)

@y
= 2xex

2

=
@Q (x; y)

@x

sa¼gland¬¼g¬ndan denklem tam diferensiyeldir. Öyle bir u = u (x; y) fonksiyonu
vard¬r ki

@u

@x
= 2x

�
yex

2

� 1
�

(5)

@u

@y
= ex

2

(6)

eşitlikleri gerçeklenir. (5) dan x�e göre integral al¬n¬rsa

u (x; y) = yex
2

� x2 + h (y)

elde edilir. Buradan y�ye göre türev al¬n¬p (6)�ye eşitlenirse h (y) = c1 olarak
bulunur. u (x; y) = yex

2�x2+c1 olup tam diferensiyel denklemin genel çözümü
c key� sabit olmak üzere

yex
2

� x2 = c
formunda elde edilir.

Örnek 3:
�
1 + x2

�
dy + (2xy � tanx) dx = 0 denkleminin çözümünü bu-

lunuz.
P (x; y) = 2xy � tanx ve Q (x; y) = 1 + x2 için Py = 2x = Qx oldu¼gundan

denklem tamd¬r. Öyle bir u (x; y) fonksiyonu vard¬r ki

ux = 2xy � tanx
uy = 1 + x2

denklemlerini sa¼glar. Böylece

u (x; y) = y + x2y + h (x)

) ux = 2xy + h
0 (x) = 2xy � tanx

) h0 (x) = � sinx
cosx

) h (x) = ln (cosx) + c1

2



oldu¼gundan

u (x; y) = sabit

) y + x2y + ln (cosx) = c

bulunur.
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2.5. ·Integral Çarpan¬

P (x; y) dx+Q (x; y) dy = 0

diferensiyel denklemi tam diferensiyel de¼gil ancak � = � (x; y) ile çarp¬ld¬¼g¬nda
denklem tam diferensiyel oluyorsa � = � (x; y) fonksiyonuna bir integral çarpan¬
denir.

·Integral çarpan¬için baz¬özel durumlar aşa¼g¬daki gibidir:

i) Sadece x de¼gişkenine ba¼gl¬integral çarpan¬:

Py �Qx
Q

= g (x) oluyorsa diferensiyel denklem sadece x de¼gi̧skenine ba¼gl¬

� (x) = e

Z
g(x)dx

formunda bir integral çarpan¬na sahiptir.

ii) Sadece y de¼gişkenine ba¼gl¬integral çarpan¬:

Py �Qx
�P = g (y) oluyorsa diferensiyel denklem sadece y de¼gi̧skenine ba¼gl¬

� (y) = e

Z
g(y)dy

formunda bir integral çarpan¬na sahiptir.

iii) Sezgisel Yolla:
Diferensiyel denklem aşa¼g¬daki diferensiyel gruplarlar yard¬m¬yla gerekli düzen-

lemelerden sonra tam diferensiyel forma dönüştürülebilir.

xdy � ydx
x2

= d
�y
x

�
ydx� xdy

y2
= d

�
x

y

�
xdy � ydx
x2 + y2

= d
�
arctan

y

x

�
xdy � ydx

xy
= d

�
ln
y

x

�
ydx+ xdy = d (xy)

2xdx+ 2ydy = d
�
x2 + y2

�

1



iv)
Py �Qx
Qvx � Pvy

= g (v) ise denklem � = � (v) formunda bir integral çarpan¬

vard¬r ve

� (v) = e

Z
g(v)dv

olarak bulunur.

Örnek 1. 2xydx +
�
y2 � 3x2

�
dy = 0 diferensiyel denkleminin çözümünü

bulunuz.

Çözüm.
Py �Qx
�P =

2x+ 6x

�2xy = �4
y
olup sadece y�ye ba¼gl¬

� (y) = e
�

Z
4

y
dy

=
1

y4

formunda bir integral çarpan¬ vard¬r. Denklem � (y) = 1
y4 ile çarp¬l¬rsa tam

diferensiyel
2x

y3
dx+

�
1

y2
� 3x

2

y4

�
dy = 0

denklemi elde edilir. Öyle bir u = u (x; y) fonksiyonu vard¬r öyle ki

@u

@x
=

2x

y3

@u

@y
=

1

y2
� 3x

2

y4

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu iki eşitlikten yararlanarak verilen denklemin genel çözümü

x2

y3
� 1

y
= c

olarak bulunur.

Örnek 2.
�
x2 + 2y2 + 1

�
dx+2xydy = 0 diferensiyel denkleminin çözümünü

bulunuz.

Çözüm.
Py �Qx
Q

=
4y � 2y
2xy

=
1

x
olup sadece x�ye ba¼gl¬

� (x) = e

Z
1

x
dx

= x

formunda bir integral çarpan¬ vard¬r. Denklem � (x) = x ile çarp¬l¬rsa tam
diferensiyel �

x3 + 2xy2 + x
�
dx+ 2x2ydy = 0
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denklemi elde edilir. Öyle bir u = u (x; y) fonksiyonu vard¬r öyle ki

@u

@x
= x3 + 2xy2 + x

@u

@y
= 2x2y

sa¼glanmal¬d¬r. Bu iki eşitlikten u (x; y) =
x4

4
+ x2y2 +

x2

2
+ c1 bulunur. Den-

klemin genel çözümü c key� sabit olmak üzere

x4

4
+ x2y2 +

x2

2
= c

formundad¬r.

Örnek 3. x2y2dx +
�
x3y � 3xy2 + xy

�
dy = 0 diferensiyel denkleminin

çözümünü bulunuz.

Çözüm. Sezgisel yolla gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

x2y2dx+
�
x3y � 3xy2 + xy

�
dy = 0

x2y2dx+ x3ydy = x
�
3y2 � y

�
dy

yx2 (ydx+ xdy) = x
�
3y2 � y

�
dy

yx2d (xy) = x
�
3y2 � y

�
dy

elde edilir. Denklem
1

x
ile çarp¬l¬rsa

xyd (xy) =
�
3y2 � y

�
dy

tam diferensiyel denklemi elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬n integralini al¬rsak

x2y2

2
= y3 � y

2

2
+ c

bulunur. (Burada integral çarpan¬� =
1

x
dir. )

Örnek 4.
�
x4 + 2y

�
dx� xdy = 0 denklemini çözünüz.

Çözüm. P (x; y) = x4 + 2y ve Q (x; y) = �x için Py = 2, Qx = �1
oldu¼gundan denklem tam de¼gildir.

Py �Qx
Q

=
3

�x = g (x)

) � (x) = e
R
� 3
xdx = e�3 ln x =

1

x3
(sadece x e ba¼gl¬integrasyon çarpan¬)
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Denklem 1
x3 ile çarp¬larak �

x+
2y

x3

�
dx� 1

x2
dy = 0

elde edilir. Denklem tam diferensiyeldir. O halde öyle bir u (x; y) fonksiyonu
vard¬r ki

ux = x+
2y

x3

uy = � 1

x2

denklemlerini sa¼glar. Böylece

u (x; y) =
x2

2
� y

x2
+ h (y)

) uy = �
1

x2
+ h0 (y) = � 1

x2

) h (y) = c1

olup çözüm
x2

2
� y

x2
= c

şeklinde bulunur.
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