2.6. Lineer Diferensiyel Denklemler

1. basamaktan lineer diferensiyel denklem
v +p@)y=q(2) (1)
formundadir. (1) denklemi
[p(x)y —q(z)]de+dy =0
seklinde yazildiginda bir tam denklem degildir, fakat
Az) = el pl@)dz

formundaki bir integral garpamna sahiptir. (1) denkleminin her iki tarafi bu
A (z) integral ¢arpani ile garpilirsa

efp(w)dwy' + efp(x)dwp (z)y = efp(w)dwq (2)

elde edilir. Buradan ,
(ef p(w)dwy) = ¢(z) ) P@)da

olur. Her iki tarafin integrali alinirsa asagidaki ¢oziimii verir:

)\(x)y:/q(a:))\(z)derc
v@ =2 @ ([a@r@as ). 2)

Ornek 1.
ytay=uq
denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim.
Integral carpam

)\(LE) :efp(a:)dx :efzdz:e%

‘22
dir. Denklemin her ik tarafi e= ile ¢arpilarak

22 22 22
€2y +xe2y=uzxe:?



elde edilir.
Ornek 2.

{a:y’ + 3y = 225
y(2)=1
baglangic deger problemini ¢6ziiniiz.
Co6ziim. Denklem, p () = % olmak iizere

3
y + —y = 2z
x
olarak yazilsin. Integral carpam A (z) = e/ P(®)dz = ¢f Zdz — 3z — 43 qijp,
Denklemi 23 ile carparsak
a3y’ 4 322y = 227
d ;3 7
- 4 -9
T (2%y) = 22

bulunur. Boylece, bu denklemde her iki tarafin integralini alirsak

/% (333y) dx = 2/x7dx

3 a®
=T yzz—i—c

5

T c
Svle) =7t
olur.
y (2) = 1 kosulu uygulanirsa
32 ¢ c
N=2241 1252 -
y(2) 713 =3 7T=c=-56

elde edilir.
O halde y (2) = 1 kogulunu saglayan ¢oziim

xb @

diir.
Ornek 3.
(1+x2)y’+4xy = (1+z2)_2 , y(0)=1

baglangic deger problemini ¢oziiniiz.
11k olarak, denklemi normal formda tekrar yazalim:

(1+x2)_3 , plx)= Az

'y 4z B
y 1+$2y7



Integrasyon carpam A (z) = e/ P(@)dr — ol Thzdr _ 2m(i+e?) _ (1+ m2)2
oldugundan her taraf A (z) ile garpilarak
/ —
(L+a0) = (403" (@ at)”
=y(1+ x2)2 = / (1+ a:2)71 dx = arctanz + ¢

arctanzx + ¢

=y (z) =
y( ) (1 n x2>2
elde edilir. y (0) = 1 baglangi¢ kogulundan

0+4+c arctanx + 1
y(0) = =c=1=y(®)=—— 77
(1+2?)

bulunur.

Ornek 4. (1+2?%) dy + (2zy — tanx) do = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii
bulunuz.
Coziim.

@—F 2z _ tanz
dx 1+x2y_1+x2

(lineer denklem)

denklemi i¢in integral ¢arpani

A ("L‘) = ef 1-%—:22 dz = eln(l—i—xz) =1+ x2
olmak iizere denklem A (z) ile garpilarak integrali alinirsa
1+ 22

= (1+2°)y=—In(cosz) + ¢
=y (1+2°) +In(cosz) =c

/\(x)y:/ tan (1+2%)dz+c

elde edilir.

Problemler
Agagidaki diferensiyel denklemleri ¢oziiniiz.
a)xy —y=a2%"7", >0

b) ¢ —ytanz =sinz
c) v +ytanz = 423 cosw
d) y/+ 1 1

wlnwy ~ Tz




2.7. Bernoullli Diferensiyel Denklemi

Bernoulli diferensiyel denkleminin genel formu

y+p@@)y=q@)y" 1)
seklindedir.

n nin 0 veya 1 olmasi durumunda sirasiyla degiskenlerine ayrilabilir ve lineer
denklem durumu elde edilir.
n # 0,1 durumunda bu denklemi ¢6zmek i¢in z = y'=" degisken degistirmesi

yapilirsa
1 1 n

y:zl—n ve y/ = zl—nzl

1—-n
olur. Bu doniigiim orjinal denklemi

_n_ 1
Zlf’nzlﬂ_p(x)zlf’ﬂ :q(m)zﬁ

1—n

n

haline getirir. Daha sonra her taraf (sifira esit olmayan) z1 — 7 ile boliinerek

4 p(@) 2 =q (@)

seklindeki lineer diferensiyel denklem elde edilir. Once lineer diferensiyel den-
klem coziiliir, sonra da z = y'~™ yerine yazilarak Bernoulli diferensiyel den-
kleminin ¢6ziimii elde edilir. Ayrica n > 0 ise y = 0 aykir1 ¢oziimii vardir.

Ornek 1. 332y’ + 3® = e~ denkleminin tiim ¢oziimlerini bulunuz.

Co6ziim. Verilen denklemi (1) deki forma getirirsek

1 e’
/ -2
+ -y =
Yy T 3¥ 3 Y
yazilir. n = —2 olmak iizere z = 3 | gi = 3y2% alarak denklemde yerine
yazilirsa
Z4z=e"" (2)

olur. Burada integral garpani A (z) = el dr — e dir.
(2) denklemi A () ile garpilirsa
e’y + etz =1
= (e%2) =1

=ez=x+c

=z=(r+c)e’®



elde edilir. Boylece genel ¢oziim
y(@)=(c+z) /e 3 VoeR
dir.
Ornek 2.

d,
e + 2xy = gce_’czy3
dx

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim. Burada n = 3 oldugundan

syl =y 2o o = 9y 3y
dir.
Simdi denklemin her iki tarafi —2y~3 ile carpilarak
oy 3y —day % = —2ze
= —dzz= 2z "
elde edilir. Bu denklem lineerdir. Integral carpam
ef —4zdr _ 6—2{1:2
oldugundan her iki taraf e=27" jle carpilarak
€72y _dge 2y = _2pe
(672E2Z>l — _9oge3”
P /—er_gmzd't = 1/—6336_3“”261736 = 16_3‘%2 +c
3 3
2
e " 222
z = + ce
3

bulunur. Boylece genel ¢oziim:

2 —-1/2
- e " 222
y - ( 3 +ce )

olur. Ayrica n =3 > 0 oldugundan y = 0 aykir1 ¢dziimii vardir.

2y

Ornek 3. y/ — 3. y*Inz denkleminin ¢oziimiinii bulunuz.
x



e d
Ornek 4. cTy + 322y = y2ze®” , y(1) = 0 baslangic deger probleminin
T

¢oziimiinii bulunuz.

41nx

Ornek 5. 2%y — 2Inz)y =3%¢ =  denkleminin ¢oziimiinii bulunuz.
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