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TEMEL OLASILIK KAVRAMLARI

1.1. Kimeler

[statistik, adina veri (data) denilen sayisal degerlerin derlenmesi, analizlerinin yapilmasi ve
analiz sonuglarinin yorumlanmasinda gerekli bilgileri saglayan bir bilim dalidir. Aslinda istatistik,
dogadaki bu ii¢ problemin ¢oziimiine yardimci olmaktadir. Verilerin derlenmesi, analizlerin ve

analiz sonuglarinin yorumlanmasi ise belli kurallara baglidir.

Bir paranin atilmasi deneyinde sonug, yazi ya da turadir. Ancak hangisinin gelecegi hakkinda
kesin bir sey sdylenemez. Yani, deneyin sonucu tamamen rastlantiya baglidir. Bu baglamda
istatistik, rasgelelik iceren olaylar, siirecler ve sistemler hakkinda modeller kurmada, bu
modellerden sonuglar ¢ikarmada gerekli bilgileri saglayan bir bilim dalidir (Oztiirk, 1993). Asagida

ayrintilarina girmeden temel olasilik kavramlari ile ilgili kisa bilgiler verilecektir.

Bir deney yapildiinda, gergeklesebilecek biitiin sonuglarin kiimesine érnek uzay denir. Ornek
uzay, Q yada S ile gosterilir. Bir paranin atilmasi deneyinde 6rnek uzay, sadece iki elemandan

olusan bir kiimedir. Bunu Q={Y,T} seklinde gdsterebiliriz. Bir zarin atilmasi deneyi i¢in 6rnek
uzay, Q={W,,W,,...,Ws} seklindedir. Burada W;, iizerinde i tane nokta bulunan zari ifade
etmektedir.

Ornek uzay bir kiimedir. Kiimenin net bir tamim1 olmasa da, hakkinda diisiindiigiimiiz ne ise
buna kiime diyecegiz. Kiimeler bilyiik harfler ile gosterilecektir. Asagida, kiimeler ile ilgili bazi

temel kavramlar 6zetlenmistir.
Bos Kiime: Elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve & ile gosterilir.

Alt Kiime: A ve B iki kiime olmak {izere, A nin her eleman1 ayn1 zamanda B nin de bir
elemani ise, A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir denir ve A — B ile gosterilir. Matematiksel

olarak, AcB <V xe A igin xeB seklinde ifade edilir.

Q={a,b,c,d,e, f,g} ve Q nmikialtkimesi A={a,b}, B={a,b,c,d,e} olsun. Buna gore,
A nin her eleman1 ayni zamanda B nin de bir elemani olup Ac B dir. Ac B bagintisi sematik

olarak Sekil (1.1.1) de verilmistir.




ACB
Sekil 1.1.1 Altkiime bagintist

A ve B kiimelerii¢in AcB v Bc A kapsama bagintilar1 saglaniyorsa, A ve B kiimeleri

esittir denir ve A= B yazilir. Yani, A ve B esit kiimelerdir.

Arakesit (kesisim) Kiimesi: Her iki kiimeye de ait elemanlarin olusturdugu kiimedir. Arakesit

kiimesi matemetiksel olarak ANB={xeQ:x e A ve x € B} seklinde ifade edilir. Yani arakesit

kiimesi, ortak elemanlarin olusturdugu kiimedir.

Birlesim Kiimesi: A ve B gibi iki kiimeden en az birine ait elemanlarin olusturdugu kiimedir.

Birlesim kiimesi de AU B={x € Q:x € A veya x € B} seklinde ifade edilir.

Tiimleme: Evrensel kiimede olup da A kiimesinde olmayan elemanlarin kiimesi, A nin
tiimleyen kiimesidir ve A° ile gosterilir. A® kiimesi A® ={xeQ: x¢& A} ile ifade edilir. Ayrica,
(AUB)* =A°~B® ve (AnB)® = A°UB® dir.

Fark Kiimesi: Kiimelerden birinde olup da digerinde olmayan elemanlarin olusturdugu
kiimedir ve A\ B ile gosterilir. Fark kiimesi bazen A~ B¢ seklinde de ifade edilir. Burada, A\B =

ANB®={xeQ:x e A ve x ¢ B} dir.
Simetrik Fark Kiimesi:: iki fark kiimesinin birlesim kiimesidir ve AAB ile gosterilir. Simetrik

fark kiimesi AAB=(A\B)U(B\A) veya AAB=(ANB°)U(BNA®) seklinde de ifade
edilebilir.

Q={a,b,c,d,e, f} olmak iizere Q@ nin A={a,b,c} ve B={c,d,e} alt kiimelerini secelim.

Bu alt kiimeler kullanilarak yukaridaki islemler Sekil (1.1.2) de gosterilmistir. Bu kiimeler,

A°={d,e, f}, AnB={c}, AuUB={ab,c,d,e},
A\B={a,b}, AAB=(A\B)U(B\A)={a,b,d,e}

seklindedir.



Sekil 1.1.2 Kiimeler ve kiime iglemleri (tarari alan ilgili kiimeyi gostermektedir)

Kiimeler iizerindeki biitiin islemler arakesit ve birlesim islemlerine baglidir. Sayilabilir

sayidaki kiimelerin bir dizisi n>1i¢in A, olsun. A, lerin sayilabilir birlesim kiimesi

GAnz{XEQ: enaz bir i icin xe A},
=1

sayilabilir arakesit kiimesi ise

ﬁﬁh={X€Q: her i icin xeA}
n=1

seklinde ifade edilir. Diger taraftan, kiimelerin sayilabilir birlesimlerinin (ve arakesitlerinin)
tiimleyenti,
o ¢ o ¢
(0a) =04 w(AA] -0
n=1 n=1 n=1 n=1
seklinde olup dagilma kurallar1
birlegimin kesisim iizerine dagilma ézelligi: AU (BNC)=(AuB)N(AUC)
kesigimin birlegim tizerine dagilma ozelligi: AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
seklindedir.

Smiflari¢in U, F, C veya A gibi semboller kullanilacaktir. Bir paranin atilmasi deneyinde
ornek uzay Q={Y,T} olup, U4 ={Q, T{Y}} ve U, ={Q{T}} birer simftur. Ornek uzay
Q={a,b,c,d} ise U ={Q, {a,b},{a,c,d}{b,c}} de bir siiftir.
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Kuvvet kiimesi o(Q) ile gosterilecektir. Bir kiimenin n tane elemam varsa kuvvet
kiimesindeki alt kiimelerin sayisi 2" dir. A kiimesinin elemanlarmin sayisi n(A) ile
gosterilecektir.

Ornek 1.1.1 Q={a,b,c,d} ise kuvvet kiimesinde 16 tane alt kiime vardir. Bunlar;

o(Q)={ Q, I, {a}, {b}, {c}, {d}, {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c},

{b,d}, {c,d}, {a,b,c}, {a,b,d},{a,c,d},{b,c,d} }
dir. Ornek uzayin elemanlarinin sayis1 sonlu sayida olabilir. Ayrica, érnek uzayin elemanlar
sayilabilir sonsuz ¢oklukta olabilecegi gibi, sayillamayan ¢oklukta da olabilir. Boyle durumlarda,

ornek uzayin kuvvet kiimesi yukarida oldugu gibi yazilamaz ®

Tanimdan da anlagilacagi gibi her o —cebir ayn1 zamanda bir cebir olmasina ragmen tersi

dogru degildir. Ancak, 6rnek uzay sonlu elemanli ise cebir ayn1 zamanda o —cebirdir.

Ornek 1.1.2 a) Kuvvet kiimesi tanimdaki ii¢ kosulu sagladigindan bir & —cebirdir. ¢/ = o(C?)

denirse, Q c Q oldugundan Qe dir. Diger taraftan, AcUd ise AcQ olup, A°cQ

oldugundan A® e/ dur. Son olarak, n>1 i¢in A, el ise her n igin A, = Q ve Q evrensel

kiime oldugundan U A, c Q dir. Yani, U A, € U olup kuvvet kiimesi bir sigma cebirdir.

n =1 n =1

b) Q={a,b,c,d} olsun. U, ={Q, &, {a}, {b,c,d}} smufi bir cebirdir. Bu cebir ayn

zamanda o —cebirdir. Ayrica, U, ={Q, &, {b}, {a,c,d}} smnifi da bir sigma cebirdir.
) Q sonsuz elemanl herhangi bir kiime olmak tizere U smifi

U, ={AcQ:Aveya A® sonlu elemanlidir}
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olarak tanimlansm. Bu smif bir cebir olmasina ragmen o —cebir degildir. Once U, sinifinin bir
cebir oldugunu gosterelim. Q¢ =& olup, @ nin eleman sayis1 sonludur. O halde, Q e/, dir.
Ayrica, Ael, ise A ya da A® sonlu elemanlidir. A sonlu elemanl: ise, (A®)° =A olup

A® e U, dir. AC sonlu elemanls ise, sonlu elemanli kiimeler U, simifinda olacagindan A° e U, dir.
Son olarak, U, deki herhangi iki kiime A ve B olsun. Burada ii¢ farkli durum olabilir: 1) kiimelerin

ikisi de sonlu elemanlt ii) kiimelerin her ikisinin de tiimleyeni sonlu elemanli iii) kiimelerden birinin

kendisi sonlu elemanli digerinin tiimleyeni sonlu elemanl: olabilir. Her i durumda da A U B veya

(AU B)® sonlu elemanl oldugunun gosterilmesi gerekir. Simdi bunlari ayr ayri inceleyelim.

i) A ve B nin her ikiside sonlu elemanli ise AU B de sonlu elemanlidir. Kendisi sonlu

elemanli kiimeler U/, de oldugundan AU B e U dir.

i) A ve B nin her ikisinin de tiimleyeli sonlu elemanli ise A° N B¢ de sonlu elemanhidir (
(AUB)® = A° N\ B° olup sonlu elemanl: kiimelerin arakesiti de sonlu elemanlidir). Yani, AU B
nin tiimleyeni sonlu elemanlidir. Téimleyeni sonlu elemanli kiimeler ¢/, de oldugundan AU Be U,
dir.

iii) Son olarak A sonlu elemanli, B nin de timleyeni sonlu elemanli olsun. Buna gore,
A® N B® de sonlu elemanhdir ((AUB)® = A° "B® = B® olup sonlu elemanli bir kiimenin alt
kiimesi de sonlu elemanlidir). Yani, AU B nin tiimleyeni sonlu elemanlidir. O halde, AU Be U,
dir.

Burada tanimlanan U sinifi cebir olma kosullarini sagladigi igin bir cebirdir. Bu sinif bir cebir

olmasina ragmen o —cebir degildir. Bunu géstermek igin tersine bir rnek vermek yeterlidir. Ornek

uzay dogal sayilar kiimesi (Q =N) olsun. Her n i¢in, A, ={2n} denirse, tek elemanli kiimeler
U, smifindadir (kendileri sonlu elemanli). Bu sinifin bir o —cebir olabilmesi i¢in bu kiimelerin

sayilabilir birlesimlerinin de bu smifta olmasi gerekir. Oysa sayilabilir birlesim kiimesi ve

tiimleyeni

DAn={2,4,6,8, o) ve (GAHJ ={,357, ... }

n=1



o0

seklinde oldugundan, her iki kiime de sonlu elemanli degildir. O halde, U A, ¢ U, olup U, sinifi
n=1
bir o —cebir degildir.

d) Q sayilamayan sonsuzlukta elemani olan bir kiime olsun. Q nin bazi alt kiimelerinden

olusan bir sinif da

U, ={Ac Q:Aveya A° sayilabilir elemanli}
seklinde tanimlansin. Bu simf o —cebirin tammindaki kosullari saglar. Once, Q¢ =& olup & nin
eleman sayis1 sifirdir. O halde Q € U, dir. Simdi A€ U, olsun. Buna gore, A yada A° sayilabilir

elemanli kiimelerdir. A sayilabilir ise, (A®)® = A oldugundan A° e U/, (tiimleyeni sayilabilir)

dir. A® sayilabilir ise kendisi sayilabilir olan kiimeler U, smnifina aittir (A e U/ ») dir. Son olarak,

biitiin n>1 i¢in A, € U, olsun. Secilen A, ler ii¢ farkli durumda olabilir. Biitiin n lerigin A, ler

sayilabilir olabilir. Bu durumda, sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimleri de sayilabilir

o0
oldugundan U A, € U, dir. Diger taraftan, biitiin n ler i¢in A, lerin tiimleyenleri sayilabilir ise
n=1

() A5 de sayilabilirdir. Buna gbre,

n=1

Al =N A

n= n=

esitliginden U A, € U, dir. Son olarak, segilen alt kiimelerin bazilarinin kendileri, digerlerinin de
n=1

tiimleyeni sayilabilir olabilir. Kendileri sayilabilen olanlar1 B,,, tiimleyenleri sayilabilenleri de C,,

ile gosterelim. Buna gore,

o0 o0 o0

U A =| UBk |v| UC;

n=1 k=1 j=1

[00]
olup C? kiimesi sayilabilirdir. Ayrica,

J:

[[’j An} =(ﬁ Bﬁjm[w cf} - [Fﬁcf]
n=1 k=1 j=1 j=1



o0
oldugundan sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi de sayilabilirdir. Buradan, U A, kiimesinin

n=1

tiimleyeni sayilabilir olup (J A, e, dir. Yani, U, smifi o — cebir tanimindaki biitiin kosullarim
n=1

sagladigindan bir & —cebirdir®

Teorem 1.1.1 Q bos olmayan bir kiime, ¢/ da Q iizerinde bir sigma cebir olsun. Buna gore,
a) el
b) her n icin A el ise (A, eU

n=

c) A,Beld ise AB=ANB U/
dir.
Ispat: @) U bir sigma cebir oldugundan Q € U/ ve U daki her elemanin tiimleyeni de ¢/ da

olacagindan Q°= e U dur.
b) U bir sigma cebir oldugundan her elemaninin tiimleyeni de ¢/ dadir. Yani, biitiin n>1 i¢in

A, eU ise A el dir. Yine U bir sigma cebir oldugundan bunlarin sayilabilir birlesimleri de U/

[oe]
dadir. Yani, U Aﬁ el dir. Yine, sigma cebirin tanimindan bu elemanin tiimleyeni de &/ nun bir
n=1

elemanidir. Buradan da

o0 o0 ¢

A [ 0] <t

n=1 n=1
elde edilir.

c) A,Bel{ icin A,B® el olup (b) den A\B=ANB® e/ dur¢

Teorem 1.1.2 Q kiimesi tzerindeki iki sigma cebir Uy ve U, olsun. Bu durumda
U =Uy " U, de bir sigma cebirdir.

Ispat: Sigma cebirlerin arakesitlerinden olusan I/ sinifinin bir sigma cebir olabilmesi igin
tanimdaki ti¢ kosulu saglamasi gerekir. U; ve U, birer sigma cebir oldugundan Q e U; ve Qe U,
olup QeldynU, dir. Ayrica, Ae U ise Aeldy ve AelU, dir. U, ve U, birer sigma cebir

oldugundan A° e, ve A® elU, dir. Yani, A° e Uy~ U, olup, A° el dur. Son olarak, n>1

icin A, el ise arakesitin 6zelliginden her n i¢in A, eU; ve A, €U, olup, U, ve U, sigma



cebir oldugundan U A, el ve U A, € U,dir. Buradan da U A, eU elde edilir. U sinifi
n=1 n=1 n=1

tanimdaki biitiin kosullari sagladigindan bir sigma cebirdir ¢

Teoremin genel hali asagida ispatsiz olarak verilmistir. Ispat igin herhangi bir olasilik teorisi

kitabina bakilabilir (Oztiirk, 1993).



