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Teorem 1.1.3 | bir indis kiimesi ve « € | igin U, lar ayn1 6rnek uzay iizerinde taniml sigma

cebirler olsun. Buna goére, (| U, da bir sigma cebirdir ¢
ael

Tamm 1.1.4 Q kiimesi lizerinde tanimli iki sigma cebir U, ve U, olsun. U, deki her olay
ayn1 zamanda U, de bir olay ise U/, sigma cebiri U, sigma cebirinden daha kiiciiktiir denir ®
Teorem 1.1.4 Q nin baz1 alt kiimelerinden olusan bir simif F olsun (sigma cebir olmak

zorunda degildir). Bu F smifin1 kapsayan en kiigiik bir sigma cebir vardir.

Ispat: Once, bu smifi kapsayan en az bir sigma cebir vardir. Kuvvet kiimesi Q nin biitiin alt
kiimelerinden olusan sigma cebir oldugundan bu sinifi kapsar. Bu sinifi kapsayan baska sigma

cebirler de olabilir. Bunlara, | bir indis kiimesi olmak iizere o €1 igin U, diyelim. Bu sigma
cebirlerin herbiri F smifini kapsadigindan U/, larin arakesiti de F sinufini kapsar. Diger taraftan,
bu arakesit sigma cebiri F simifini kapsayan diger U/, siniflarindan kiigiiktiir. O halde, F sinifini
kapsayan en kiigiik sigma cebir vardir ¢

Herhangi bir F sinifin1 kapsayan en kiigiik bir sigma cebir o(F) ile gosterilecektir. Bu F
siifint kapsayan en kiigiik sigma cebire F nin drettigi sigma cebir denir.

Ornek uzay reel sayilar kiimesi (Q = R ) olsun. Reel sayilar dogrusu iizerindeki bir agik aralik,

a,beR ve a<b olmak iizere, (a, b) seklinde ifade edilir. Buna gore asagidaki smiflari

tanimlayalim:

vl

{ (a,b):a,beR vea<b } , acik araliklar1 sinifi

F z{ [a,b]:a,beR vea<b } , kapali araliklar sinifi

F3 z{ (a,b]:a,beR vea<b } , yar1 agik araliklar sinifi.

Bu siniflarm higbiri sigma cebir degildir. Q =R oldugundan R = (—o0,c0) olup oo bir reel
say1 degildir. Dolayisiile, Q¢ F, Q¢ F, ve Q¢ Fa dir. Bu siniflar birer sigma cebir olmamasina
ragmen, Teorem (1.1.4) geregince, bu siniflar1 kapsayan en az bir sigma cebir vardir.

Tamim 1.1.5 R deki agik araliklarin irettigi sigma cebire Borel cebiri denir®

Borel cebiri B(R) ile gosterilecektir. Bu tanima gére, R deki biitin agik araliklar Borel
cebirindedir. R deki diger alt kiimeler de Borel cebirindedir. Yani, {a}, {a,b,c} tiiriindeki tek

nokta kiimeleri, [a,b] gibi kapali araliklar, (a,b] gibi yar1-agik araliklar ve (—o,b] gibi araliklar

da Borel cebirindedir. Yani, Borel cebiri R deki agik araliklar tarafindan iiretilen sigma cebiri
olmasina ragmen, R deki diger alt kiimeleri de igerir. Simdi bunu gdsterelim. Once a € R olmak
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uzere, A,=(@—-(/n),a+(/n)) acik araliklar dizisini ele alalim. A, ler agik araliklar
oldugundan her neN i¢in A, € B(R) dir. Ayrica, Borel cebiri ayn1 zamanda bir sigma cebir

oldugundan Teorem (1.1.1b) geregince sayilabilir arakesitleri de Borel cebirindedir. Yani,

@)= A <BE)

olup {a} seklindeki tek nokta kiimeleri Borel cebirindedir. A, ={n} alinirsa, B(R) bir sigma cebir
oldugundan N nin de (dogal sayilar kiimesi) Borel cebirinde oldugu goriiliir. Benzer sekilde,
rasyonel sayilar kiimesi Q, sayilabilir bir kiime oldugundan Q € B(R) dir. lirrasyonel sayilar

kiimesi | , rasyonel sayilar kiimesinin timleyeni oldugundan | € B(R) dir.
Diger taraftan, a,be R ve a<b olmak iizere, [a,b]={a}u(a,b){b}eB(R) dir.
Bununla birlikte, A, =[a—n, a] olarak se¢ildiginde,

(-0,al=J A, €B(R)

n=
olur. Buradan, R deki biitiin alt kiimelerin Borel cebirinde oldugu izlenimi olusmaktadir. Oysa, R

de olup da Borel cebirinde olmayan alt kiimeler olabilir.

Bir kiimenin herhangi bir fonksiyona goére goriintiisii ile ters goriintiisii bir sonraki boliimde
inceleyecegimiz rasgele degiskenler acisindan 6nemlidir. Burada, altkiimelerin goriintiileri ile ters

gortintiilerini kisaca hatirlayalim. Q ve Q' bos olmayan iki kiime ve f :Q — Q' olsun. Herhangi
bir AcQ i¢in f(A)=Bc Q' dir. Ayrica, Bc Q' igin, B nin f fonksiyonuna gore ters
goriintiisi f 1(B)={weQ:f(w)eB} dir. Burada, f *(B)cQ olup, f*(B) alt kiimesi,

goriintiileri B de olan Q nin elemanlarmin olusturdugu altkiimedir.

Sekil 1.1.3 Goriintii ve Ters Goritintii Kiimeleri

Altkiimelerin goriintiileri ile ters gorlntiilerine iliskin Ozellikler asagidaki teoremde
Ozetlenmistir. Yukarida da bahsedildigi gibi, herhangi iki kiime birbirinin alt kiimeleri ise, bu iki

kiime esittir (yani, Ac B ve B < A o6zellikleri saglaniyorsa A= B dir).



Teorem 1.1.5 Q ve Q' bos olmayan iki kiime ve f:Q— € olsun. Her ieN i¢in ve
B, Q' olmak iizere,

2) f‘l[ﬁ Bi]=@ F1(8;)
i=1

i=1
b) f_l[ﬂ Bij: Nf)
i=1 i=1
o) fHA\B)=(fHA)\(f(B)) , ABcQ
dir.
Ispat: @) Her xe A icin xeB ise AcB ve her xeB igin xe A ise Bc Adir. Bu iki

altkiime bagintis1 da gegerli ise A= B dir. Buradan,
1 ¥ 1 e
xe fUB |=f(x)eUB=3ng> f(x)eBy, = xef (B, )=>xelJf(B)
i=1 i=1 i=1

o0 o0
oldugundan f [ U B; j < J f7Y(B;) elde edilir. Benzer sekilde,
i=1 i=1

xe fH(B)=3ngoxe (B, )= f(x)eBy = f(x) e UB=xe f‘l(UBi)
i=1 i=1 i=1

o0 o0
olup |J f (B £71 ( U B; j dir. Bu iki alt kiime bagintisindan da,
i=1 i=1

_1 o0 o0 _1
2 UB |=U f7(B)
i=1 i=1
esitligi elde edilmis olur. Bu da ispatin (a) kismini tamamlar.

b) Benzer sekilde,

X e f_l[ﬁBijj f(x)eﬁBi = f(x) By, Vi = xe fH(By), Vijxeﬁf_l(Bi)
i-1 i=1 =

e8] o0
oldugundan f* [ ) B; J Nf _1(Bi) alt kiime bagintis1 elde edilir. Diger taraftan,
i=1 i=1

XEﬁ f1B)=xe B ,Vi= f(x) eB;,Vi= f(x)eﬁBi =Xe f‘l(ﬁBij
i=1 i=1 i=1

0 e 6]
esitliginden [ f _1(Bi) cfl ( N B; j alt kiime bagntisi elde edilir. Bu iki alt kiime bagmntisindan
i=1 i=1

NfiB)=f ‘{ﬂ Bij esitligi elde edilmis olur,
i=1 i=1

c) Once, f _1(BC) =[f _1(B)]C oldugunu gésterelim. Bu esitlik de,



xe[f 1B = xe f1(B)e f(X)gBe f(x)eB® < xe f 1(B)
onermesinden agiktir. Buradan da,
f1(A\B) = f Y(ANB®) = f AN LB = f XA A[F LB = f L(A)\ f 1(B)

bulunur ¢

Teorem 1.1.6 Q ve Q' bos olmayan iki kiime ve f :Q— Q' olsun. Her i e N i¢in A cQ

olmak tizere,
2) f(@&} U f(A)
i=1 i=1

b) f (ﬂ A j < () f(A) , burada esitlik yoktur
i=1

i=1
c) f(fi(B)=Bnf(Q), Bc
dir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 da bir 6nceki gibi iki kiimenin birbirlerinin altkiimeleri oldugu

gosterilerek yapilabilir.

a) yef [U A j = y = f(X) olacak sekilde bir X e | J A vardir. Buradan,
i=1 i=1

XeGAi:ElnoeN3XeAn0: f(x)e f(AnO):y: f(X)efjf(Ai)
i=1 i=1

= f [ A J cUf(A)
i=1 i=1
dir. Diger taraftan,

yelJ f(A)=3Ingoye f (A, )=y = f(x) olacak sekilde Ix € Ay = X € UA
i=1 i=1

:f(x)ef(gﬁﬁjzﬁf(ﬁﬁ)cf[gﬂ

i=1 i=1

o0 o0
dir. Bu iki alt kiime bagintisindan f [U A ] =J f(A) esitligi elde edilir. Bdylece, ispatin (a)
i=1 i=1

kismi tamamlanmustir.

b) Kolayca goriilecegi gibi



ye f(ﬁ A-]:y: f (x) olacak sekilde bir x € ﬁ A vardir
i=1 i=1
=>xehA,VieN=y=1f(x)e f(A),VieN= f(x)eﬁ f(A)
i=1

:f(ﬁﬂsjcéf(m

i=1
dir.

Esitligin saglanmadigin1 gostermek i¢in tersine bir 6rnek vermek yeterlidir. Bunun igin
f:R — R fonksiyonu f(x)= x> seklinde verilmis olsun. A ={-10} ve A, ={0,1} diyelim.
A NA, ={0} olup f(A NAy)={0} dir. Oysa, f(A)={01} ve f(Ay)={01} dir. Yani,
F(A)NT(A)={01} olup F(ANA)cT(A)NT(A)dir. Bu sonu¢ da, esitligin

saglanmadigini gostermek igin yeterlidir. Sonug olarak f (A N Ay) = f(A)N f(Ay) dir.

c) Bc Q' olsun. Bu durumda,

ye f(f1(B)) =y = f(x)olacak sekilde bir x e f }(B),x € Q vardr.

=>xeQvef(x)eB=y=1(x)e f(QQ) vey=f(x)eB dir.
—=yeBnf(Q) = f(f1(B)cBn f(Q)
dir. Diger taraftan,
yeBnf(Q)=yeBveyef(Q)=IxeQ>y="f(x)vef(x)eB, xe f_l(B)
—y=f(X)ef(f1(B)=Bnf(Q)c f(f(B))
olup, bu iki altkiime bagintisindan f (f _1(B)) =B f(Q) esitligi elde edilir O

1.2. Olasilik Olgiisii ve Olasilik Uzaylan

Bu kisimda, olasilik dl¢iisii ve bazi1 temel 6zellikleri incelenecektir.




Asagida, olasilik 6lgiisii ile ilgili dzelliklerden bazilar bir teorem altinda toplanmustir. Ispatlar,

ifadelerden hemen sonra verilmistir.
Teorem 1.2.1 (Q,U, P) bir olasilik uzayi olsun.
a) VAel i¢in, P(A®) =1—-P(A) dur.

Ispat: AUA® =Q ve A ile A® ayrik olaylar (AN A® = &) oldugundan,
P(A)+P(A°)=P(AUA")=P(Q) =1

olup P(A%)=1-P(A) dir.
b) P()=0 dur.
Ispat: Q¢ =& olup (a) daki sonuca gore P(J) =P(Q°)=1-P(Q) =0 elde edilir.
c) A, A ..., A, ayrik olaylar ise,

PLL:JIA}Zn:P(A)

i=1
dir.
Ispat: k=123,... i¢cin A, =< alindiginda sonug olasihk &lgiisii tanimindan agiktr.

Buradan A,Bel/, A ve B ayrikise, P(AUB) =P(A)+P(B) dir.
d) ABell ve Ac B ise P(A)<P(B) dir.

Ispat: B=AU(BNA®) olup, A ile BNA® ayrik olaylar ve P bir olasilik Slgiisii

oldugundan P(ANB) >0 dir. Buradan aranan sonug
P(B)=P(AU(BNA%))=P(A)+P(BNA%)>P(A)

seklinde elde edilir. Buradan da, A< B ise, P(B\ A) =P(B)—P(A) elde edilir. Ayrica, Ae U

icin J < Ac Q altkiime bagintisindan, P(J) < P(A) < P(€) olup, 0 < P(A) <1 dir.

e) ABel ise, P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB) dir. Bu ifadenin daha genel hali,

A,eU,neN igin,



P[OAJ“P(Ao— S PAnAY+ X P(ANANA)

i1 i-1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
et (CD"P(A N A, NN AL
seklindedir.

Ispat: n=2 alalm (genel hali i¢in matematiksel tiimevarim kullanilir). AU B kiimesi
AUB=AU(B\A) seklinde yazilabilir. Buradan da, A ile B\ A kiimeleri ayrik oldugundan
P(AUB)=P(A)+P(B\ A) dir. Diger taraftan, AN B ile B\ A ayrik olaylar olup B kiimesi de
B=(AnB)U(B\A) olarak yazildiginda B olaymm olasiigi P(B)=P(AnB)+P(B\A)
olarak yazilabilir. Buradan da B\ A olaymin olasihigi P(B\ A)=P(B)—P(ANB) dir. P(B\ A)
nin degeri P(AuU B) esitliginde yerine yazildiginda aranan sonug elde edilir. Yani,

P(AuB)=P(A)+P(B\A)=P(A)+P(B)-P(AnB)
dir.
f) neN i¢in A el ise,
P( C Anj < 3 P(A)
n= n=1
dir.
Ispat: neN i¢in A, €U olaylarinin dizisi ayrik degildir. A, kiimelerini kullanilarak

n-1
i=1

ayrik olaylarin dizisini tanimlayalm. Once, |J A, UB, ve UB,c U A, alt kiime
n=1 n=1 n=1 n=1

bagintilarmnin gecerli ise |J A, = (J B, dir. Simdi, esitligin gegerli oldugunu gosterelim. Bunun
n=1 n=1

icin 6nce, her ne N i¢in B,, c A, oldugundan,
UBnc U A, (*)
-1 n=1

dir. Diger taraftan, V x e |J A, i¢in, 3 Ny e N oyleki Xe Ano dir. Bu ny dogal sayisi
n=1

X&ALXERAY, . XEAL 1,XE AL

olacak sekilde segilebilir (X ¢ A; ve X € A, igin Ny =2 olup, X A, \ A; =B, dir). Buradan,



no-L
X ALXERAY, o XE Ay 1, xe A, =>xeA, \ U A =By,
i=1

(**)
=>xeUB,=UA,cUB,
n=1 n=1 n=1

olur. (*) ve (**) daki ifadeler birlestirildiginde, (J A, = |J B,, esitligi elde edilir. Simdi bu sonucu

n=1 n=1
kullanarak ispat1 yapabiliriz. B, ler ayrik ve Ac B ise P(A)<P(B), dzellikleri kullanildiginda
aranan sonug,

P(GAn}P(G Bn] = TP(B) < S P(A)
n=1 n=1 n=1

n=1
seklinde elde edilir ¢
Simdi, reel sayilardaki limit kavramini hatirlayalim ve sonra da kiime dizilerinde limit tanimini

yazalim. Elemanlari reel sayilar olan bir dizi a,, olsun. Her £ >0 i¢in Ing € N &yleki her n>ng

i¢in |a,, —al< & oluyorsa, a, dizisinin limiti vardir ve lim a,, =a dur.
N—>0

Bir a,, dizisi i¢in bir ¢ok alt ve iist sinir yazilabilir. Bu alt sinirlarin en biiyiigiine dizinin limit
infimumu denir ve lim infa, veya lim a, ile gdsterilir. a, dizisinin limit infumunu igin,

N—0 X—>0

liminfa, = lim a, = lim {inf ak}:sup inf &, =sup{inf {a, :k >n}:n>0
n—o0 N—>00 n—oo \k>n n>0 k=n

seklindeki gosterimlerden herhangi biri kullanilabilir. Benzer sekilde, iist sinirlarinin en kiigtigiine

de dizinin limit supremumu denir ve lim supa,veya lim a, ile gosterilir. a, dizisinin

nN—o0 N—o0
supremumu igin de
lim supa, = lim a, = lim {supay ;= inf supa, =inf {sup{a, :k =n}:n>0}
n—o n—oo N—o | k>n n=0 k>n

gosterimlerinden biri kullanilabilir. Elemanlar: reel sayilar olan a, dizisinin limit supremumu ve

limit infimumu her zaman vardir. Eger a,, dizisinin limiti varsa

lim inf a, = lim supa,
N—0 N—0

dir. Genel olarak, lim infa, < lim supa, dir.
N—o0 N—o0



Reel say1 dizilerindeki kavramlardan biraz farkli olarak kiime dizilerinin limiti tanimlanir.

Kiime dizilerinde biiyiikliik ve kiigiikliik gibi kavramlar tanimli olmadigi i¢in alt kiime kavrami

kullanilir. Aj, kiime dizisini kapsayan bir ¢ok alt kiime bulunabilir. O zaman, A, dizisini kapsayan

alt kiimelerden her biri A,, dizisi i¢in bir iist sinir olarak alinabilir. Benzer sekilde A, kiime dizisi

i¢in alt sinirlar da yazilabilir.

Q nin alt kiimelerinden olusan bir dizi A, olsun. Agikga goriilecegi gibi biitin ne N ler igin

o0

o0
N A < A, dir. Bunagére () A, kiimeleri her n igin A, dizisinin bir alt sinir1 olarak almabilir.
= k=n

Bu alt sinirlarin en biiyligii olarak bu kiimelerin birlesimi alinabilir. Benzer sekilde, n e N igin
k_n k=n
kiiciigii de bu kiimelerin arakesiti olur. Buradan, A, kiime dizisinin limit infimumu ile limit

supremumu,

lim inf A, = lim A G ﬁAk ., limsup A, —I|mA —ﬂ UAk

N—o0 N—so0 n— n=l ken

olarak tanimlanir. Buradaki en biiyiik alt sinir ve en kiiciik iist sinir igin,

o0 o0
lim inf A, = ﬂAk:{WeQ :3ng icin we A, n>no}

N—a0 n=1 k=n
ve

I|m 1 sup Ay _ﬂ UAk weQ: sonsuz coklukta n igin we A}
n=1 k=n

ifadeleri de kullanilabilir. lim sup A, icin bazen lim sup A, ={weQ: we A, , i.o}
N—o0 N—o0

ifadesi de kullanilir (“i.0. infinitely often”).
Tamm 1.2.2 Bir A,, kiime dizisinin limit infimumu ile limit supremumu esit ise, A,, dizisinin

limiti vardwr denir ®

Bu tanima gore, lim inf A, = lim sup A, = A ise, lim A, =A dir. Diger taraftan,
N—>c0 N—o0 N—o0



we lim iann:WEG ﬁAk = 3ng igin we ﬁ A

N—x® n=1 k=n k=n,
=>We Ak , k:no,n0+1, n0+2,...

=>We G A, herng = we ﬁ D Ak:nIi_rI(])OsupAn

k=n, no=l k=n,

oldugundan lim inf A,  lim sup A, dir. Buradan, Teorem (1.2.1d) geregince, (€2, P) bir
N—>0 N—>0

olasilik uzay1 ve ne N igin A, € U olmak iizere,

P( lim inf Anjs P( lim supAn)

N—o0 N—00

dir. Ayrica, ispati bir ¢ok olasilik kitabinda bulunan ve Fatou Lemmas: olarak bilinen esitsizlik,

P( lim inf Anjs lim inf P(An)s lim supP(An)s P( lim supAnj

N—o0 N—o0 N—o0 N—o0

seklindedir (Feller, 1970, sayfa 110-111). Fatou lemmasimin ispat1 ileride Teorem (1.2.4) de

verilmistir.

Ornek 1.2.1 A, ={12,3,...,n} olarak verilen A, kiime dizisinin limiti varsa bulalim. Bunun

igin dizinin limit infimumu ile limit supremumunun hesaplanmas gerekir. Once, A, artan bir dizi

(VneN igin A, <A,y )oldugundan (| A, = A, dir. Buradan, dizinin limit infimumu

k=n
o0 o0 o0
liminf Ay =] (A=A =N
= n=l k=n n=1
dir. Benzer sekilde A, artan oldugundan, | J A, =N olup dizinin limit supremumu da
k=n
limsupA, =) U A=N
N—>c0 n=l k=n
dir. lim inf A, = lim sup A, =N olup A, dizisinin limiti vardir ve lim A, =N dir®
n—oo n—oo N—o0

Kiime dizilerinin limitinin bulunmasi bazen kolaydir. Asagidaki teorem artan ya da azalan

kiime dizisinin limitini bulmak i¢in kullanilabilir.

Teorem 1.2.2 A, artan (VneN icin A, cA,,4) Ya da azalan (

vneN icin Ap,y <Ap) kiimelerin bir dizisi ise limiti vardir ve

o0
a) A, artanise lim A,=J A,
n—o0 =1

10



o0
b) A, azalanise lim A, =] A,

nN—o0 n=1
dir.
Ispat: @) Once A, artanise () A, = A, olup dizinin limiti infimumu,
k=n
lim inf A, U ﬂAk UA

N—o0 n=l k=n

dir. Simdi, dizinin limit supremumunu bulalim. Bunun i¢in A,, artan oldugunda,

I|msupA _ﬂ UAk UA

n=l k=n

oldugunu gostermek istiyoruz. Eger

ﬂUAkCUA ve UACﬂUAk

n=1l k=n n=1 k=n
her iki kapsama bagintisida gergeklesirse, dizinin limit supremumu bulunmus olur. Once,

Xeﬁ GAk = VneN igin XeGAk = Xe[jAn

n=l k=n k=n n=1
oldugundan

ﬂUAkoA

n=l k=n
o0
elde edilir. Diger taraftan, xe (] A, = X e Ano olacak sekilde bir n( dogal sayis1 vardir. A,

n=1
dizisi artan ise bitlink e N iginx € Ay i dir. Dolayist ile, butun k e N igin

XGUAn +k :)XEﬂ U Ak

ny=1k=ng
o0
dir. Buradan, UAn < N U A bulunur. Bu iki sonug birlestirildiginde,
n=1 n=l k=n
o0
N UA = Unve Unme() Un
n=l k=n n=l k=n
o0 o0
alt kiime bagintilar1 saglanir. Dolayist ile, artan A, dizisi i¢in ﬂ U = U A, esitligi elde
n=l k=n n=1

edilir. Buna gore A, dizisinin limit supremumu

lim sup A, = ﬂ UAk UA

n— n=l k=n

11



dir. Buradan

lim sup A, = I|m inf A _UA

Q0
n— el

oldugundan

lim A, =EOJAn

N—c0
bulunur.

b) Simdi A, azalan (yani, vneN igin A,,; = A,)olsun. A azalanise Af dizisi artan olup
limiti vardir. Buradan, (a) daki sonug¢ kullanildiginda, ArC] artan kiime dizisi i¢in

lim inf AS = U ﬂAk_IlmsupAC ﬂUAk UAC

n— n=l k=n n=lk=n n=1

olup lim AS = UAn dir. Diger taraftan,
n—o ]

(Iim inf Aﬁ)czw ﬁ Al‘j]c:ﬁ G A =limsup A,

N—00 n=1l k=n n=1k=n N—00

(Iim supAﬁ)C:[ﬁ fj Aﬁjz@ ﬁ A = lim inf A,

N—>0 n=lk=n n=l k=n nN—o

esitlikleri yazilir. Buradan da, A, dizisinin limiti igin alt ve {ist limitler

mintp,=0) (A= 1108 (imewag (0 ag] =11

n—0o0 n=1 k=n n=lk=n n=1 n=1
0 o  ® ¢ C 0 ¢ 0
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