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1.3. Bagimsiz Olaylar ve Kosullu Olasilhik

(Q,U,P) bir olasilik uzayr ve Belf igin P(B) >0 olsun. U sigma cebiri iizerinde Py
kiime fonksiyonu,
PB U > [ 0 ,1]

A— Pg(A) = —P(F?(KB“)B)

seklinde tanimlanan Pg kiime fonksiyonu bir olasilik 6l¢iisiidiir. Gergekten, P bir olasilik 6l¢iisii
olupher Ae U i¢in P(A)>0 ve Ael igin Py(A)=P(ANB)/P(B) =0 oldugu agiktir. Diger
taraftan, Qe olup Ps(2)=P(QNB)/P(B)=P(B)/P(B)=1 dir. Son olarak, ne N igin
A, el icin A, ler ayrik olaylarin bir dizisi olsun. Bu durumda, C,, = A, "B olaylar dizisi de

ayriktir. Buradan,
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elde edilir. Dolayis1 ile, Pg kiime fonksiyonu bir olasilik dlgiistidiir. Bu olasilik 6lgiisiine, B
olayina gore kosullu olasilik dl¢iisii denir.

Tamm 1.3.1 (Q, 2/, P) bir olasilik uzay1 ve A e U olsun. Yukaridaki sekilde tanimlanan Py

olasilik dl¢iisii i¢in, Py (A) sayisina B bilindiginde A nin kosullu olasiligi denir®

Ps(A) kosullu olasiligr i¢in genellikle P(A|B) gosterimi kullanilir. Tanima gére, B
verildiginde A olaymin kosullu olasiigt P(A|B)=P(AnB)/P(B) dir. Buradan, AnB
olaymin olasiligt P(AnB) =P(B)P(A|B) seklinde hesaplanabilir.

A, B el olaylart A= (ANB)U(ANB®) ve B=(ANB)U(A®NB) seklinde yazilabilir

(Sekil (1.3.1)). Ayrica, (ANB) ve (ANB®) ayrik olaylar olup Be U/ ve 0< P(B)<1 olmak

lzere,

P(A)=P(ANB)+P(AnB®)=P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B®)
dir.



Sekil: 1.3.1 Bir olayin ayrik olaylar tiirtinden yazilmasi

Daha genel olarak, B;,B5,Bgs,..., B}, olaylart Q 6rnek uzaymin bir par¢alanmasi olsun (yani,
Bj lerayrik ve BjUB, UB3U...UB, =Q). Eger i=12,...,n icin P(B;) >0 ise herhangi bir

A e U olaymin olasiligi,

P(A)=)_ P(B;)P(A|B))
)

seklinde hesaplanir. By,B,,Bgs,..., B, olaylart Q &rnek uzayinin bir pargalanmasi olmak iizere

herhangi bir A€ U olayz,

n
A=ANQ=AN(B;UB,UB3uU..UB,) = J(ANB)
i=1
olarak yazildiginda, Bayes formiilii olarak da bilinen P(B|A) kosullu olasiligi
P(AnB;)  P(By)P(A[By)
P(A) 4
> P(B;)P(A|B;)

i=1

P(B1|A)=

seklinde hesaplanir.

Ornek 1.3.1 iki kavanozdan birincisinde 5 sar1 5 de mavi top vardir. ikinci kavanozda ise 10
sart 5 mavi top vardir. Birinci kavanozdan rasgele bir top ¢ekilip ikinci kavanoza atiliyor. Daha
sonra ikinci kavanozdan bir top cekiliyor. Ikinci kavanozdan gekilen topun mavi oldugu

verildiginde, birinci kavanozdan ¢ekilen topun mavi olmasi olasiligini hesaplayalim.

Kavanozlar K; ve K, olsun. A;={K; den Mavitop}, A, ={K; den Saritop} ve
B ={K, den Mavi top} olaylarini tanimlayalim.

Q




Sekil: 1.3.2 Bir olayin ayrik olaylar tiirtinden yazilmast

A, ile A,y ayrik ve Ay U Ay =Q oldugundan A; ve Ay, Q nin bir pargalanmasini olusturur.
Buradan herhangi bir B kiimesi (B < Q),

B=BNnQ=BNn(AjUA))=(BNA)U(BNA))
seklinde yazilabilir (Sekil (1.3.2)). Buna gore B olayinin olasiligi da,

P(B)=P(BNA)+P(BNA,)
= P(A)P(B|Ay)+P(A)P(B|A,) = (1/2) (6/16) + (1/2) (5/16) = (11/32)

olarak hesaplanmis olur. Dolayisi ile aranan olasilik

P(AvnB) P(AJP(BIA)  (1/2)(6/16) _ (6/32) 6
P(B) P(B) 0 (11/32) (11/32) 11

P(A¢|B) =

dir.

Simdi deneyi degistirelim. Rasgele bir kavanoz se¢ip bu kavanozdan bir top ¢ekelim. Cekilen
topun mavi oldugu verildiginde bunun birinci kavanozdan ¢ekilmis olmasi olasiligini hesaplayalim.

Kavanozlar K; ve K, olmak iizere bu olaylar (Sekil (1.3.2))

A; ={Ky'in secilmesi}, A, ={K,'nin secilmesi} ve B ={Mavitop cekilmesi}
seklinde yazilir. Yine, Aq ile A, ayrik olaylar olup A U A, =Q dir. A; ve A, olaylart Q 6rnek
uzayinin bir par¢alanmasi oldugundan herhangi bir B < Q i¢in B olaym

B=BNnQ=BNn(AjUA,)=(BNnA)U(BNA))

seklinde yazabiliriz. Buna gore, B olaymin olasiligi
5
10

5 5

P(B) =P(B A+ P(BAy) = P(A)P(B|A) + P(A,)P(B| Ag) = 15 12

+

N -
N[+

olup aranan olasilik bu defa,

P(A |B)_P(A1ﬂB)_P(Aj_)P(B|A1)_ (1/2)(5/10) ~ (1/4) _§
YTy P@®) (B/12)  (5/12) 5

olur®




Ornek 1.3.2 Q={a,b,c,d} ve ¢/ = o(Q) olsun. U sigma cebiri agik olarak

U ={2.9,{a}.{o}.[c}. {0} (a0}, [a.c}. [a.d} b.c} b.d}. fe.} fa.b.,
{a,b,d},{a,c,d},{b.c,d}}
seklinde yazilir. Aelf igin P(A)=n(A)/4 denirse (Q,U,P) bir olasilik uzay:r olur.
A={a,b}ve B={b,d} olaylan i¢cin P(A)=P(B)=1/2 dir. AnB={b} olup
P(AnB)=1/4 diir. Buradan, P(AnB)=0.25=(0.5)(0.5)=P(A)P(B) olup A ve B

olaylar1 bagimsizdir.

Q

Sekil: 1.3.3 Bagimli ve bagimsiz olaylar

Ancak K ={a,b,c} ile M ={b,d} olaylar1 bagimsiz degildir. AnB ={b} olup, P(A)=3/4
, P(B)=1/2 ve P(AnB)=1/4 dir. Buradan

P(ANB)=0.25%(3/4)(1/2)= P(A) P(B)
dir. Yani, K ve M olaylar1 bagimsiz degildir ®

Ornek 1.3.3 (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve A,B elf olsun. A ve B bagimsiz ise,

a) A® ile B b) A ile B° c) A® ile B®

olaylar1 da bagimsizdir.
a) B=(AnB)U(B\A) ve (AnB) ile (B\A) ayrik olaylardir. Dolayist ile,
P(B)=P(ANB)+P(BNA") =P(A)P(B)+P(BNA°)

esitligi diizenlendiginde
P(A° nB)=P(B)—P(A)P(B) = P(B)[L- P(A)]= P(A°) P(B)

bulunur. Buradan, A° ile B olaylari bagimsizdur.



b) Benzer sekilde, A=(AnB)U(A\B) oldugundan yine (AnB) ile (A\B) ayrik olaylar

olup P(A)=P(ANB)+P(ANB®) =P(A)P(B)+P(B° N A) dir. Buradan,

P(AnB®) =P(A)-P(A)P(B) = P(A)[L- P(B)] = P(A) P(B®)
oldugundan, A ile B® olaylar bagimsizdir.
c) A° ile B® olaylarnin bagmsizhig i¢in  P(A® nB®)=P(A°)P(B®) oldugunun

gosterilmesi gerekir. Kolayca goriilecegi gibi,

P(AS A BC) = P[(Au B)C} —1-P(AUB) =1-[P(A) + P(B)— P(AB)]
~1-P(A) - P(B)+ P(AnB) =1—P(A)— P(B) + P(A)P(B)
=[1-P(A)] [1-P(B)]=P(A®)P(B®)

dir. Yani, A® ile B® olaylar1 bagimsizdir @

Ornek 1.3.4 (Q, U, P) bir olasilik uzay: olsun. Q ile & nin herhangi bir Ae U/ olay ile
bagimsiz oldugu

P(ANQ)=P(A)=P(A).1=P(A)P(QY)
ve

P(AND) =P(D)=P(A).0=P(A) P(L)
esitliklerinden agiktir ®

Teorem 1.3.1 (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve ne N i¢in A, € & olsun. Bu durumda,

a) iP(An) < oo ise P( lim sup Anjzo

n=1 n—o0
b) A, € U olaylar1 bagimsiz ve Z P(A,) = ise P( lim sup An)=1
n=1 N—o0
dir.
Ispata) lim sup A, = ﬂ U A c U A, oldugundan
nN—oo

n=l k=n k=n

P(Iim supAnj:P{ﬁ GAkJ < PLDAkJS iP(Ak)

N— n=l k=n k=n k=n

o0 o0
yazilir. Z P(A,) yakinsak (z P(A,) <o) ise serinin kalan terimi sifira gider. Yani, n— o0
n=1 n=1

iken, Z P(A,,) >0 dir. Buradan n — oo iken,
k=n



OSP(nIiT!OsupAnj:P[ﬁ DAkj < P[GAkJS iP(Ak)—m

n=l k=n k=n k=n

elde edilir. O halde, P( lim sup An)zo dir.

N—o
b) Once, 0 < x <1 i¢in €7 >1—X oldugunu hatirlayalim. Ayrica, A, dizisinin iist limitinin

m
tanimiile C,, = U A dizisinin artan oldugu dikkate alindiginda,
k=n

o imsupa, |- im i [u]

0 00 0
n— nN—o0 M—> k=n

yazilir. Diger taraftan, A, ler bagimsiz olaylar ise AS ler de bagimsizdir. Buradan,

P L@ Ak} =P(£} Ak] kHP(A) H[l P(A) ]

o0
elde edilir. > P(A,) = oldugundan rraksak bir serinin kalan terimi sonsuza gider. Yani,
n=1

—Z P(A)
m —> oo iken Z P(A,) — o olup e k=n —0 olur. Buradan, m— oo iken
k=n

m c
P {U Ak} -0
k=n
yazilir. O halde,

P(Iim supAnj: lim lim P[U Ak}

N— S O

oldugu dikkate alindiginda, m— oo iken,

(NR

olup, P( lim sup An):l elde edilir ¢

n—o0



