HAFTA 3

Teorem 1.2.3 (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve VneN i¢in A, el olsun. A, ler U/ daki

artan ya da azalan olaylarin bir dizisi ise,

P( lim Anj: lim P(A,)

N—0 N—o0

dir.

o0
Ispat: A, dizisiolsun. Teorem (1.2.2) ye gore, A, dizisinin limiti vardir ve lim A, = |J A,
N—o0 =1

dir. A, dizisine bagl olarak, B, ayrik olaylarin bir dizisini

Bi=A; ve n>2 igin B,=A,\A4

0 o0

seklinde tammlayalim. Once, |J A, = |J B,, esitliginin dogru oldugunu gérelim. Bunun igin
n=1 n=1

vneN igin B,, c A, oldugundan

UBnc U A,
=1

n=

yazilir. Diger taraftan,
o0 L o0
Xe UlAn = Jng i¢in xe Ay vexe A, 1 = XxeB, = xe Uan
n=. n=

o0 o0
oldugundan |J A, < |J B,, elde edilir. Bu iki sonu¢ birlestirildiginde sayilabilir birlesim
n=1 n=1

o0 o0
kiimelerinin esit oldugu gorilir. Yani, |J A, =J B, dir. Diger taraftan, her neN igin
n=1 n=1

B, < A, oldugundan,
P(B,)<P(A,) ve P(B,)=P(An\A 1) =P(A,)-P(A 1)

dir. Ayrica, olasilik dlgiistiniin tammindan B, ayrik olaylari igin

n=1 n=1

0 o0
Pl UBp |=2X P(By)
dir. Buradan,

P(Iim Anj:P[ ) AHJ:P(G BnJ:iP(Bn): lim Zn:P(Bk)
=1 n=1 n

N—>00 n n=1 2Pk=1

= lim [P(Bl)+ P(B,)+P(Bg)+...+ P(B, 4)+ P(Bn)]



= lim [ P(Aq)+P(A2\ A) +P(Ag\ Ap)+...+ P(An_1 \ Ay o)+ P(Ag \Any) |

N—o0

= lim [ P(Aq)+P(Ag)~P(A) +P(Ag) = P(Ag) +..+ P(Ay) ~P(Any) | elde
= lim P(A,)

N—o0

edilir. Dolayist ile, Aj, olaylarmnin dizisi artan ise,

P( lim An)znlir:oP(An)

nN—o0

dir. Simdi, A,, dizisi azalan (yani, VneN igin A,y = Ap)olsun. O zaman, Af dizisi artandur.

Dolayist ile, P( lim Aﬁ) = lim P(Ay) dir. Ayrica, A, azalan ve A; artan oldugundan, Teorem
N—> N—>

(1.2.2) ye gore,
0 o0
lim A=) A, , IlimAS=|]AS
N—o0 n (]1 n N—oo n anJl n

dir. Buna gore,

P(Iim A“jzp£ﬁ An]:P {G Aﬁ}c =1—P[G Aﬁ]
N—>0 n=1 n=1 n=1

=1— lim P(AS) =1 lim [1— P(An)]: lim P(A,)

n—>o0
oldugu kolayca goriiliir ¢

Simdi yukarida ifade edilen ve ispat1 birgok olasilik kitabinda bulunan(Ornegin, Feller, 1970,
sayfa 110-111) Fatou lemmasini ifade ve ispat edelim.

Teorem 1.2.4 (Fatou Lemmasi) (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve Vne N igin A, €U olsun.

Bu durumda,

P( lim inf Anjs lim inf P(Aq )< lim supP(A,) < P( lim supAnj

nN—oo nN—oo N—o0 nN—oo
dir.

Ispat: Herhangi bir a, reel say1 dizisiigin lim inf a, < lim supa, oldugu agiktir (bir dizinin
N—0 N—o0

alt sinirlarmin en biiyligii {ist sinirlarmin ek kiigiiiinden kiiciik ya da esittir). Ayrica, A, olaylar
dizisi i¢in limit infimum ve limit supremum tanimlarindan,
o0

lim inf A, = J ﬁAk ve IimsupAn:ﬁ DAk
—0

N— n=1 k=n n n=1 k=n



olup Teorem (1.2.3) den A, olaylarinin dizisi artan ya da azalan ise limit ile olasilik 6l¢iisii yer

degistirebilir. Yani A, ler artan ya da azalan ise P( lim Anj: lim P(A,) dir.
N—o0

N—o0

B, = ﬂ A, denirse B, ler artan olup nIim B, = lim inf A, dir. Buradan, B, ler artan
k=n —>0 Nn—oo

oldugundan P( lim Bn): lim P(B,,) dir. Diger taraftan, herhangi bir reel say1 dizisinin limiti
n—o0

nN—o0

varsa, bu limit ayn1 zamanda limit infimum (ya da limit supremum) degerine esittir. Buradan
P( lim Bn): liminf P(B,) yazilabilir. Ayrica, her neN i¢in B,c A, dir. Yani,
N—o0 N—c0

P(B,) < P(A,) dir. Bu sonuglar birlestirildiginde,

P(Iim inf Aq): P( lim Bn): lim P(B,)= lim inf P(B,) < lim inf P(A,)

nN—o0

elde edilir. Yani, P( lim inf An)s lim inf P(A,) dir.
nN—o0

nN—o0

0
Benzer sekilde D = U A, denirse, D, ler azalan olup limD,=IlimsupA, ve
k=n nN—o0 nN—o0

P( lim Dn) = lim P(D,) dir. Ayrica, her neN i¢in A, <D, olup P(A,) <P(D,) dir. Diger
N—o0 N—o0

taraftan, herhangi bir reel say1 dizisinin limiti varsa, bu limit ayn1 zamanda limit supremum degerine
(ya da limit infimum) esittir. Bu sonuglar birlestirildiginde de,

P( lim supAnjz P( lim Dnj: lim P(D,)= limsupP(D,) = lim supP(A,)
N—o0 n—oo n—o0 n—o0

nN—o0

esitligi elde edilir. Buradan da,

P( lim inf Anjs lim inf P(Aq )< lim supP(A,) < P( lim supAnj

N—0 N—o0 nN—o0 N—c0

seklinde aranan esitsizlik elde edilmis olur ¢



