HAFTAS

1.4. Permiitasyonlar ve Kombinasyonlar

1.4.1 Permiitasyonlar

Olasilik hesaplarinda ¢ok kullanilan kavramlardan biri de hi¢ siiphesiz nesnelerin tamaminin
ya da belli bir kisminin farkli siralanmalarinin sayisidir. Permiitasyonun Latince’de “yer
degistirme” anlamina gelen “permiitare” sozciigiinden tiiredigi sanilmaktadir (Orug, 1982).
Omegin A,B ve C gibi ii¢c nesnenin degisik siralamalar1 ABC, ACB, BAC, BCA, CAB ve
CBA seklinde olacaktir. Yani, degisik siralamalarin sayisi1 6 dir. Benzer sekilde, bu {i¢ nesnenin
ikiserli siralamalari, AB, AC ve BC seklinde olabilir. Ancak, once A sonra B siralamasi ( AB
)ile dnce B sonra A siralamalari farkli ise, siralamalar; AB, BA, AC, CA, BC ve CB seklinde

olur. Bu durumdaki siralamalarin sayisi ise 6 dir.

Dort 6gretim tiyesi arasinda ti¢ kisilik bir jiiri olusturmak istendigini diisiinelim. Bu dort
ogretim iiyesi A, B, C ve D olarak adlandirilmis olsun. Bu durumda, ABC siralamasi ile ACB
ayn1 olacagindan olas jiiri tiyeleri ABC, ABD, ACD ve BCD seklinde olabilir. Yani, dort farkli
sekilde jiiri olusturulabilir. Ancak, ilk segilen jiiri baskani olacak denirse, ABC ile BAC farkli
olacaktir. Bu durumda, farkli olusumlar ABC, ABD, ADC, BAC, BAD,BDC, CAB,CAD,CBD
, DAB, DAC, DBC seklindedir (sayis1 12). Burada, sonraki segilen iki kisi arasindaki siralama

onemli degildir. Bunlarin uzun uzun yazilmasi yerine, farkli olusumlarin toplam sayilarinin

formiilize edilmesi gerekir.

Timi birlikte kullanilan N nesnenin permiitasyonlart sayist n! dir. Bu say1 P(n,n) ile

gosterilmigtir. N nesneden bir defada alinan r nesnenin permiitasyonlar1 (siralanmalarinin) sayisi

ise P(n,r) ile gosterilir.

N nesneden r tanesi r tane kutucuga yerlestirilmek istensin. Bu durumda birinci kutucuga n
nesneden herhangi biri yerlestirilebilir (yani ilk kutucuk igin n farkli se¢im yapilabilir). Sonra

ikinci kutucuk, geri kalan n—1 nesneden herhangi biri ile doldurulabilir (yani, ikinci kutucuk igin



n—1 farkli se¢cim yapilir). Boyle devam edilirse, son kutucuk i¢in geri kalan n—(r —1) nesneden
biri ile doldurulur. Buna gore, farkli siralamalarin sayisi
n(n-)(n-2)....n—(r-1))=n(n-)(n-2)...(n—r+1)
_n(n-D(n-2)...n-r+H(n-r)!  n!
(n—r)! (n—r)!

olur. Elimizde bulunan n nesnenin ya hepsi farklidir, ya da bazilar1 aynidir. Buna gére, n nesnenin

=P(n,r)

permiitasyonlarinin sayisi i¢in bu iki durum farkli degerlendirilmelidir.

a) Birbirinden farkli N nesnenin permiitasyonlar: sayisi: N =1 ise, bu nesne bir tek bigimde
yazilabilir ve permiitasyon sayis1 1 dir. Yani, 11=1 dir. Simdi, n=2 olsun. Bu nesneler A ve B
ise, siralamalar, AB ve BA seklinde olup, sayis1 2 dir. Yani, 2 nesnenin permiitasyonlar1 sayisi

2!=2 dir. n=3 igin siralamalar; ABC, ACB, BAC ,BCA,CAB ve CBA seklinde olur ve sayisi

3!=06 dir. Timevarim yontemine gore, N —1 nesnenin permiitasyonlar sayis1 (n—21)! olsun. n.nci

nesne geri kalan n—1 nesne arasma N farkli sekilde yerlestirilebilir. O zaman, ¢arpma kurali
geregince, bu siralamalarin sayist da n(n—21)! olur. Bu deger de n! dir.

b) Simdi, N nesneden ny tanesi bir tiir, geri kalanlardan n, tanesi baska bir tiir olmak {izere,
N, tanesi de baska bir tiirden nesne olsun. Yani, bu N nesne K farkl: tiirden olussun. Bu durumda,
k<nven+n,+..+n =n oldugu agiktir. Buna gore, ny tane nesne ayni oldugundan siralanista
m! tane siralams ayni, benzer nedenle n,! siralanig ayni olacaktir. Boylece, n nesnenin

permiitasyonlar1 sayis1 n!/ (n In,!..n, 1) olur.

Ornek 1.4.1 1,2,3,4 ve 5 rakamlarinmn tiimii kullanilarak toplam 5!=120 farkli say:

yazilabilir. Bunlardan;

a) Kag tanesinde ¢ift rakamlar tek rakamlardan 6nce gelir? Bu rakamlar dizisi iginde 3 tane
tek (1,3 ve 5), 2 tane (2 ve 4) de ¢ift rakam vardir. Cift rakamlar kendi aralarinda 2! sayida siralanir.
Sonra tek rakamlar da kendi aralarinda 3! farkli sekilde siralanabilir. O zaman toplam say1 2!(3!)=12

dir. Bu sayilar,

24135 24153 24315 24351 24513 24531
42135 42153 42315 42351 42513 42531
seklindedir.

b) Kag tanesinde 2, 1 den hemen sonra gelir? (1,2) ikilisi beraber alinarak, toplam dort rakam

varmig gibi diistiniildiigiinde, farkli permiitasyonlarin sayis1 P(4,4) =41=24 diir.



c¢) Kag tanesinde 2 rakami 1 den once gelir? Permiitasyonlar i¢inde, 1 in 2 den 6nce geldigi

sayida 2 de 1 den dnce gelir. O zaman aranan cevap, P(5,5)/2=5!/2=60 dur.

d) kag tanesinde 1 ve 2 rakamlar1 3 ve 4 rakamlarindan 6nce gelir? Once, 1, 2, 3 ve 4 rakamlari
kendi aralarinda 4! Sayida siralanir. Oysa, toplam 5 tane rakam vardir. Kosullara uyan siralamalar
12 3 4 12 43 2134 2143
olup 5 rakaminin nereye geldigi 6énemli degildir. Buradaki her bir siralama igin 5 rakami her bir

siralamadaki 5 farkli yere gelebilir. O zaman aranan siralamalarin sayisi 4(5)=20 dir. e)

Kag tanesinde 1, 2 den 6nce, 2 de 3 den once gelir? 1,2 ve 3 rakamlarinin permiitasyonlari sayisi

31=6 dir. O halde toplam say1 (5!/3!)=20 dir.
f) Bes basamakli sayilardan kag tanesinde ilk iki rakamin toplam1 6 dan kiigiiktiir? Bunun igin,
Birinci yerde 1 varsa, ikinci yer i¢in 3 se¢im (2,3,4) yapilabilir,
Birinci yerde 2 varsa, ikinci yer i¢in 2 se¢im (1,3) yapilabilir,
Birinci yerde 3 varsa, ikinci yer i¢in 2 se¢im (1,2) yapilabilir

Birinci yerde 4 varsa, ikinci yer icin 1 se¢im (1) yapilabilir.

[lk iki basamaga yazilacak rakamlar 6nemli olup digerlerinin siralamast dnemli degildir. Ik iki
basamak doldurulduktan sonra geriye kalan 3 rakam (3! fakli sekilde yazilabilir) herhangi bir
sekilde doldurulur. O zaman aranan say1 (3+2+2+1)31=48 dir.

g) Rakamlar yinelenmeden 4 basamakli kag say1 yazilabilir? Bunun i¢in, birinci yere herhangi
bir rakam (5 tanesinden biri) yazilir. Yani, birinci yer 5 farkli sekilde doldurulur. Ikinci yer geri
kalan 4 tanesinden biri ile, tiglincii yer geri kalan 3 tanesinden biriyle ve son yer de geri kalan 2

rakamdan biri ile doldurulur. Aranan say1 5.4.3.2=120 dir.

h) Rakamlar yinelenebilir ise 4 basamakli 625 say1 yazilabilir. Yani, birinci yer 5 farkl sekilde
doldurulabilir. Ayni sekilde ikinci yer de 5 farkli sekilde doldurulabilir.

1) Rakamlar yinelenmeden 4 basamakli tek sayilarin sayisini bulalim. O zaman, elde edilecek
say1 tek olacagindan son basamak 3 farkl sekilde (1 3 ve 5) doldurulabilir. Birinci yer geri kalan 4
rakamdan biri ile, ikinci yer geri kalan 3 rakamdan biri ile ve ii¢iincii yer de geri kalan 2 rakamdan
biri ile doldurulur. Yani, toplam say1 (4)(3)(2)(3)=72 dir.

) AA B,B,B, C,C, D,D,D nesneleri kag farkli sekilde siralanabilir. Dort fakli tiirden 10
nesne vardir. Buna gore, farkli siralamalarin sayisi ig¢in, N=10, n; =ny =2 ve n, =ng =3 olup

permiitasyonlarin sayisi

101/ (21313121) = 3628800/ (144) = 25200



dir®

Bir ¢ember iizerindeki n farkli nesnenin permiitasyonlar1 sayist (n-1)! dir. Ornegin, yuvarlak
bir masa etrafina 4 kisi (4-1)!=6 farkli sekilde siralanabilir. Burada, insanlarin saat yoniinde hareket
ettigi diisliniilirse, bir kisi sabit tutularak digerlerinin birer kaydirilmas1 ile aranan

permniitasyonlarin sayist bulunur.
1.4.2 Kombinasyonlar

Tamm 1.4.2 Birbirinden farkli n nesne verilmis olsun. Bu n nesneden k tanesinin farkli

cekilis sayisina N nesnesin k li kombinasyonu denir ®

Tanimdan da anlasilacagi gibi, burada iki durum vardir. 1) ¢ekilen nesne geri konmadan
(iadesiz) yeni bir ¢ekilis yapilir ya da 2) ¢ekilen yerine konup (iadeli) yeni bir ¢ekilis yapilir.

1) Iadesiz (Yinelemesiz) Kombinasyon: n nesneden K tanesi secilmek istensin. k =1 ise n
nesne i¢inde N farkl sekilde se¢im yapilabilir. K =2 icin nesneleri &, a,,...,a, ile gosterelim.

Buna gore se¢imler,
8y, X33, ..., {A,, Ardy,8983,..., DA, A3d,3389,...,8385---, A3, 839,y Bndng

seklinde olup sayist n(n—1)=nl/(n—2)! dir. k=3 olsun. ik ¢ekiliste &,a,,...,a, den biri
cekilir. Geriye N-1 nesne kalir. n-1 nesneden 2-li (n-1)(n-1-1)=(n-D(n—-2)
kombinasyon yapilabilir. N nesnenin 3-li kombinasyon sayist n(n—1)(n—2) =n!/ (n—3)! olur.
O halde, n nesnenin (k —1) -li kombinasyonlarinin sayisinin

Y h(n-)(-2)..(n-(k-2))

(n—(k-1))!
oldugunu kabul edelim ve K-li kombinasyonlarmin sayisini bulalim. n nesnenin 1-li
kombinasyonlarmim sayist n dir. Geriye n—1 nesne kalir. (n—1) nesnenin (k-1)-li
kombinasyonlarinin sayisi,

(n-1)! _ (n=D)!

((n=)—-(k-1)! (n—-k)!

dir. Bu son ifadenin her iki tarafi n ile ¢arpilirsa,

n(n-1)!  n!
(n—k)!'  (n—k)!

sayis;, N nesnenin K-li kombinasyon sayisi olur. Herhangi bir nesnenin ¢ekilis siras1 onemli

degilse, her k! ¢ekilis ayni olacagindan aranan sayi,



n! n
chn= k!(n—k)!:(k]
dir.

2) Iadeli (Yinelemeli) Kombinasyon 1,2,3 ve 4 rakamlari ile kullamlan rakam bir daha
kullanilmamak iizere 2 basamakli say1 yazmak isteyelim. Bunlarin sayisinin
I
41 _17
(4-2)!
oldugunu biliyoruz. Bu sayilar; 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43 dir. Kullanilan rakam

P4,2)=

bir daha kullanilabilir ise, 11, 22, 33 ve 44 sayilar1 da buna eklenmelidir. O zaman toplam say1 16

olur. Yani, 2* tane farkls say1 yazilabilir. Yinelemeli kombinasyonda, iki farkli durum (sira 6nemli
ve sira Onemsiz) ayri ayr1 degerlendirilmelidir.
Birbirinden farkli n nesneden r tanesinin gekilis sayis1, N nesnenin r li kombinasyonu olup

n |
sayist C(n,r) veya ( J:ﬁ dir. n nesne r! yolla diizenlenebileceginden, C(n,r)
r r{n-r):

kombinasyonlarindan herbiri i¢in r! permiitasyon oldugundan permiitasyonlarin sayisi
r'C(n,r)=P(n,r)=nl/ (n=1! olur. Ayrica, C(n,r) =C(n,n—r) dir.

Ornek 1.4.2 a) Dért kisi arasindan ii¢ kisiden olusan bir komisyon segilmek isteniyor. Bu dort
kisi A, B,C ve D olsun. Bu olusumlar, ABC, ABD, ACD ve BCD seklinde olur. Bunlar kendi
aralarinda 3! sekilde siralanabilir. Ornegin, A, B,C Kkisileri kendi aralarmda ABC, ACB, BAC
, BCA, CAB ve CBA seklinde siralanabilir. Burada ABC ile ACB ayni komisyondur. Bu dort

kisiden olusacak iiclii kombinasyon ve permiitasyonlar asagidaki sekilde olusturulabilir.

Kombinasyonlar Permiitasyonlar
ABC ABC ACB BAC BCA CAB CBA
ABD ABD ADB BAD BDA DAB DBA
ACD ACD ADC CAD CDA DAC DCA
BCD BCD BDC CBD CDB DBC DCB

Burada, kombinasyonlarin sayist,

ca3=|T|-= 2 __4
3)7314-3)!

permiitasyonlarin sayisi (yani siralama 6nemli) ise,
41

4-3)1

olup, P(4,3) =24 =314=3!C(4,3) dir.

P(4,3) = 24



b) 4 Fizikei, 4 Kimyaci1 ve 2 Biyolog arasindan 3 kisilik bir komisyon. hi¢ bir kosul olmadan
C(10,3) =120 farkl sekilde secilebilir.

i) Kurulda en az 1 biyolog olacak sekilde kag¢ farkli se¢im yapilabilir. Bunun i¢in 6nce hig
biyolog bulunmamasi durumunu hesaplayalim. Kurulda 3 fizik¢i olabilir, 3 kimyaci olabilir, 2
fizik¢i 1 kimyaci veya 1 fizikgi 2 kimyaci olabilir. Buna gore,

3 fizik¢i C(4,3)=4

3 kimyac1 C(4,3) =4

2 fizik¢i, 1 kimyac1 C(4,2)C(4,1) =6(4) =24

2 kimyaci 1 fizik¢i C(4,2)C(4,1) =6(4) =24
farkli sekilde segilebilir. Bunlarin toplam sayist 56 olup, en az 1 biyolog bulunduran
kombinasyonlarin sayist 120—-56 =64 diir.

ii) Kurulda her branstan 1 kisinin olabilecegi kombinasyonlarin sayisi ise

C(4,1)C(4,1)C(2,1) = 4(4)2 =32

dire®
N nesnenin r; tanesi birinci gesit, I, tanesi ikinci gesit ve I tanesi de K.nci ¢esit olsun. Yani,
nesnelerim tiimii birbirinden farkli olmasin. Bu durumda, f +1, +...+I =N olmak lizere, timii
birlikte alinan N nesnenin permiitasyonlar: sayisi,
. n! n
PO T2:-o i) = RN LN :(rl, [y rk]

dir. r ve n pozitif tamsayilar olmak tizere 0<r <n i¢in, C(n+1r)=C(n,r=1)+C(n,r) dir
(Pascal kuralr). Yani,

n n n! n!
C(n,r=)+C(n,r)= + = +
(r—l} [rJ (r=)!n-r+1)! ri(n—r)!

_ n! . n! _ n! [ 1 +1}
r-D'n-nN!(n-r+d) (r-Dr(n=-r)! (r-DY(n-r){n-r+1 r

_ n! n+l _ n! :(nﬂj:C(nﬂ,r)
(r=D'(n=r)'r(n-r+1) (r)Y(n+1-r)! r

dir.
Ornek 1.4.3 a) 52 lik bir oyun kagidi 4 oyuncuya

52 ~ 521 (52)(39)(26)(13
13,13,13,13) 131313131 (13 /113 |13 )| 13

farkl sekilde dagitilabilir.



b) 2 kirmizi, 3 siyah ve 5 beyaz top siraya dizilmek istensin. Ayni rekli toplar benzer ve ayni

biiyiikliiktedir. Bu toplar, N =10, i =5, I, =3 ve 13 =2 olmak iizere bu toplar,

10 I
= _10t =2520
532) 5I'312!

farkl sekilde siraya dizilebilir.

c) n tane A ve r tane B ile, her dizide A larin timi kullanilmak iizere A ve B lerden kag

farkl1 dizi olusturulabilir.

n
dizide n tane A ve 0 tane B ile [ j:1

0
n+1 I
dizide n tane A ve 1 tane B ile = (n+D! =(n+1)
1 ni1!
n+2 1
dizide n tane A ve 2 tane B ile = (n+2)
2 2!n!
+r ]
dizide n tane A ve r tane B ile = (n+r)
r rin!

farkli dizi olusturulabilir. Bunlarin toplam sayis1 ise Pascal kuralina gore,

N (SHT 1}[”; 2}'“*[”?]:(“:”}

d) Bir sinifta 12 kiz ve 10 erkek dgrenci vardir. Sinif, kizlar ve erkekler boy uzunluklarina gore

siralanacak bigimde kag farkli yolla diizenlenebilir.

Kizlar ve erkekler kendi aralarinda permiitasyona tabii olmayacagindan birbirinin benzeri gibi

diistiniilebilir. Buna gdre 22 nesnenin permiitasyonu,

22 22!
= ——=646646
12,10) 12110!

dir®
Bir A kiimesinde n tane nesne bulunsun. A kiimesinin A, Ay,..., A, formunda farkl

parcalanmalarinin sayis;, A de r, A, de r, ve A  de 1, nesne ve f+1, +...+1 =n olmak

lzere,

n n!
Mo, fen T ) BIRIGLE]



dir. Simdi bunu gosterelim. Once, nesnelerden A ig¢ine C(n,r;) farkli segim yapilabilir. Sonra,

geri kalan n—n nesneden A, igine I, tane nesne C(n—n,I,) farkli segim yapilabilir. Bu sekilde

devam ettignde, i =1,2,3,...,K i¢in A i¢ine F; tane nesne C(N—1 —1, —...—;_4, ) farkli sekilde
secilebilir. O halde, A nin farkli parcalanmalarinin sayist (N—f—r, —...— 1 )=0!=1
oldugundan,

n\(n-n\n-n-r) (N—R-rh—..—f_4

h)\ I 3 Tk

! (n—np)! (n-n—-r—.—-n_)" n!
RIn-m)' ! n—-R-6)! R n—-f-1r—.—n)' g'npigl.g!

dir.

Ornek 1.4.4 a) 10 oyuncak 3 kardes arasinda en kiiciigii 4 digerleri iicer tane olmak iizere

|
41313

farkli sekilde dagitilabilir.

b) Bir kavanozda 1 den 7 ye kadar numaralandirilmis 7 top vardir. Once 2 sini sonra 3 iinii en

sonunda da 2 sini olmak tizere kag farkli sekilde secebiliriz. Baska bir ifade ile, 7 top 2 si A;

kutusuna, ti¢ii A, kutusuna ve geri kalan ikisi de A; kutusuna kag farkli sekilde yerlestirilebilir.
Burada, ({12},{3,4,5},{6,7}) ile ({6,7},{3,4,5},{L.2}) farkli oldugundan bunlar siral
parcalanmalardir. Buna gore, 7 toptan 2 si A; kutusuna C(7,2) farkli sekilde, geri kalan 5 toptan

tigi A, kutusuna C(5,3) farkli sekilde ve son ikisi de A; kutusuna C(2,2) farkli sekilde

yerlestirilir. Yani, toplam sayz,

7\ 5) 2 1 | |
_rst 2t Lo
2){L3)\2) 2151 3121 210!

dur®

Swrasiz Pargalanma a) Bir smifta 12 6grenci vardir. Her takimda 4 6grenci olacak sekilde 12

ogrenci Aq, A, ve Ay gruplarma ayrilmak istensin. Ogrencilerin her bir {A, Ay, A} pargalanma

sayist 3!=6 dir. Buna gore, farkli pargalanmalarin sayisi,

12)(8\( 4 12 |
1_ 1 1201 o
4 \a)\4)31 (4,4,4)31 414141 31

dir.



b) 10 6grenci, biri 4 digerleri {iger kisilik 3 gruba kag¢ farkli sekilde ayrilabilir. Burada,
{A, Ay, Ag} grubu ile {A, A, Av} gruplari aynidir. Buna gore farkli par¢alanmalarin sayisi,

10\(6)(3 10 !
1. 1_ 12t 1 o100
4)3){3)21 (43321 413131 21

dir®

Binom Teoremi: n pozitif bir tamsay1 olmak tizere,

n_nn infi_n n N _n,1 N} n-2.2 N in
(a+b) _E)(ijab _(Oja +(1]a b +(Zja b +'"+[njb
:(njb” +(ann_la1 +(n]b”_2a2 +...+(n]a”

0 1 2 n

. . (N . e
dir. Buradaki, (i j katsayilarina Binom katsayilar: denir. Esitlikte a=b =1 alinirsa,

2“ (g]@@@

elde edilir. Ayrica, a=1, b=-1 denirse,

CHEME-eol

bulunur. Birinci esitlikten ikinci esitlik ¢ikartilirsa (n tek)

MO e L

iki terimin taraf tarafa toplanmasi ile (n ¢ift)

(-G

elde edilir. Burada n nin tek veya ¢ift olmasi dikkate alinmalidir. Diger taraftan,

HUSH BALH AR Y

ya da,

o7

olup, esitlikte k =r =n alindiginda

HEHERE=HEH



esitligi elde edilmis olur.

10



