HAFTA 6

RASGELE DEGISKENLER VE DAGILIMLARI

2.1. Rasgele Degiskenler

Istatistik rasgelelik iceren olaylar, sistemler ve siiregler hakkinda model kurmak ve bu
modellerden sonug ¢ikarmada gerekli bilgileri saglayan bir bilim dahdir (Oztiirk, 1993). Biitiin
bilimlerin ortak amagclarindan biri, gercek diinya hakkinda bilgi sahibi olmaktir. Ornegin, yazi tura
oynayan iki kisiden birinin ¢ogunlukla yazi atmasi, diger oyuncuda paranmn hileli olabilecegi
diisiincesi olusabilir. O zaman, paranin hileli olup olmadiginin sinanmasi gerekir. Boyle bir
durumda, para atma deneyi tekrar edilerek diizglin bir paranin atilmasi halinde beklenen turalarin
sayist ile karsilagtirma yapilir. Para havaya atildiginda, yazi ya da tura gelecektir. Ancak deney
gerceklesmeden once hangisinin gelecegi kesinlikle soylenemez. Para atma deneyinde Y paranin

yazi gelen yliziini, T de tura gelen yiiziinii gostermek tizere 6rnek uzay Q={Y,T} olup, bu

gbzlemler ile herhangi bir matematiksel islem yapilamaz. Yani, yaz ile tura ne toplanabilir ne de
cikartilabilir. Bu deney belli sayida tekrar edildiginde, kac defa tura gelecegi de sdylenemez. Ancak
kag¢ defa tura gelecegi beklentisi verilebilir. Yani, deney sonunda gerceklesen olaylar bilinen bir
uzaya (reel sayilar) aktarilabilirse, bu uzayda islemler yapilabilir. Ornegin para atma deneyinde X

fonksiyonu yaz1 gozlendiginde 0 tura gozlendiginde 1 degerini aliyorsa, X in deger kiimesi reel

sayilarin bir altkiimesi olup, X in deger kiimesinde matematiksel islemler yapilabilir.

Buradaki, {w: X (w) < a}elf kiimesi X "Y(~o0,a] seklinde de ifade edilebilir. Bir rasgele

degiskenin deger kiimesi R nin bir alt kiimesidir ve Dy ile gosterilir.

QU P)

Sekil 2.1.1 Rasgele degiskenin tanim ve deger kiimesi

1



Rasgele degisken, 6rnek uzaydaki olaylari reel sayilara aktaran bir fonksiyondur. Para atma
deneyinde, 0 ve 1 degerleri gozlenmez. Gozlenenler yazi veya turadir. Dolayisi ile, analizler X

in deger kiimesinde yapilir.
Ornek 2.1.1 a) Bir parann ii¢ defa atilmasi deneyi igin 6rnek uzay,
Q= {YYY JYYTLYTY,TYY,TTY,TYT YTT ,TTT}
dir. Sigma cebir de kuvvet kiimesi (U = o(Q) ) olmak tizere, 6rnek uzaydan reel sayilara giden X

fonksiyonu da

X:Q->R
0 , w=YYY
1, w=YYT,YTY,TYY
w— X(w)=
2 , W=TTY,TYT,YTT
3, w=TTT

olarak tanimlansin. Fonksiyonun deger kiimesi Dy ={0,1,2,3} olup Dy < R dir.

Q {YYY Y¥T YTY TYY TTY TYT YIT TIT}

v

R «—e O
0 1 2 3
Sekil 2.1.2 Bir paranin ii¢ defa atilmast deneyi igin rasgele degiskenin tanimi

Bu fonksiyon, bir para ii¢ defa atildiginda gelen turalar1 sayan bir fonksiyondur. Simdi bu
fonksiyonun bir rasgele degisken oldugunu gosterelim. Bunun igin, her aeR igin
X_l(—oo,a]={W: X(w) < a}e U oldugunun gosterilmesi gerekir. U =o(Q) oldugu igin Q
nin biitiin alt kiimeleri ¢/ sigma cebirin bir elemanidir. Buna gore,

a<0 ={w: XW< a}=deld

O<a<l={w: X(w)< a}={YYY}elU

l<a<2={w: X(w) < a}= {YYY,YYT,YTY,TYY} eU

2<a<3={w: X(w) < a}= {YYY,YYT,YTY,TYY,TTY,TYT,YTT} el

az3 =>{w: X(W< a}=Qeld
oldugundan, X fonksiyonu bir rasgele degiskendir.



b) (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve A€ U olmak iizere, X fonksiyonu

X Q>R
1, weA
w— X(w) =
0, wgA
olarak tanimlansin. Fonksiyonun deger kiimesi Dy ={0,1} dir (fonksiyon gosterge veya indikatér
(indicator) fonksiyonu olarak bilinir ve genellikle | 5(w) ile gosterilir). Gosterge fonksiyonunun
da bir rasgele degisken oldugunu gosterelim. Bunun igin, her aeR i¢in {w:X(w) <a}el
oldugunun gosterilmesi gerekir. Kolayca gortilecegi gibi,
a<0 = {w:X(w<a}=0eld
O<a<l={w:X(w)<a}=A’elf
a>1l = {w:X(w)<a}=Qeld

dir. Yani, her ae R i¢in {w: X (w) <a}e U olup, X bir rasgele degiskendir.
c) Q=[-11], U=B(Q) ve AelU i¢in P(A)="A nm aralik uzunlugu"/2 olarak
tanimlandiginda (€, U, P) bir olasilik uzayidir. X fonksiyonu,
X Q>R
w— X (w) = w?
olarak tanimlansin. Fonksiyonun deger kiimesi Dy =[0,1] olup bu fonksiyon da bir rasgele
degiskendir. Simdi bunu gosterelim. Once, X (W) pozitif bir reel say1 oldugundan a<0 igin

{w: X (w) <a}=J e U oldugu agiktir. Diger taraftan, 0 <a <1 igin,

{w: X (w) Sa}={w:w2 Sa}z{w:—\/gs w<+a }={W:ws\/a}\{w:ws—\/5}e U
dir (Problem 2.7.1). Ayrica, a>1 icin, {w:X(w)<a}=Qell oldugu aciktir. Buna gore X
fonksiyonu, her ae R igin {w: X (w) <a} e U kosulunu sagladigindan bir rasgele degiskendir ®

Yukaridaki ornekte de goriildiigii gibi rasgele degiskenlerin deger kiimesi, reel sayilarin bazen

sayilabilir, bazen de sayilamayan bir alt kiimesidir.

Bu tanima gore, Ornek (2.1.1) de verilen rasgele degiskelerden, (a) ve (b) dekiler kesikli, (c)

deki ise siireklidir. Bir paranin N defa atilmasi deneyinde gelen turalar1 sayan rasgele degisken

kesikli bir rasgele degiskendir. Ayrica, bir paranin tura gelinceye kadar atilmasi deneyinde yapilan
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denemeleri sayan fonksiyon da kesikli bir rasgele degiskendir. Diger taraftan, bir kisinin agirligi

veya boy uzunlugu siirekli rasgele degiskenlerdir.

Bir deney sonunda, olabilecek biitiin sonuglarin kiimesi sayilabilir olabilir. Bu kiime sonlu

elemanli bir kiime de olabilir. Ayrica, 6rnek uzay Q =[0,1] gibi sayilamayan bir kiime olabilir.

Boyle bir durumda, © dan R ye kesikli bir rasgele degisken tanimlanabilir. Ornegin,

X Q>R
0 , 0<w<05
w— X(w) =
1 , 05<x<1

seklinde tamimlanan fonksiyonunun deger kiimesi Dy ={0,1} dir. Q=[0,1], U=B(Q) ve
AelU i¢in P(A)="A nin aralik uzunlugu" olarak tanimlandiginda (€2, ¢, P) bir olasilik uzay1
olup Q sayilamayan bir kiime olmasia ragmen, X fonksiyonu kesikli bir rasgele degiskendir.

Rasgele degiskenin kesikli ya da siirekli olmasi1 fonksiyonun tanimai ile ilgili goriinse de, drnek

uzayin yapisina da baglhidir.

Bir hasta doktora gittiginde doktor koydugu teshisten sonra verecegi ilaglar1 kullanmasi ile
hastaya atesinin diisecegini sOyleyebilir. Buna ragmen hastanin atesi diismeyebilir veya bekledigi
derecede diismeyebilir. Bu sadece bir beklenti olup atesin ne kadar diisecegi konusunda kesin bir
sey sOylenemez. Bu sadece istatistiki bulgularin bir sonucudur. Bununla birlikte, ilaglarin diizenli
bir sekilde kullanilmast ile atesin 2 ile 3 derece arasinda diisebilecegi sdylenebilir. Boyle bir deney

icin, Olciilen atesin derecesi siirekli bir rasgele degiskendir.

Ornek 2.1.2 X ve Y herhangi iki rasgele degisken ve C (C e R ) de sabit bir reel say1 olsun.

Buna gore,
a)cX b) X +Y c) | X| d) XY
e) X2 f) max{X,Y} g) min{X,Y}

fonksiyonlar1 da birer rasgele degiskendir (Oztiirk, 1993) . Bunlardan (c), (d), (e), (f) ve (g) de

verilen fonksiyonlarin birer rasgele degisken oldugunu gosterelim.
c) X bir rasgele degisken oldugundan, her aeR igin {w:X(w)<a}el dir. |X]|
fonksiyonunun bir rasgele degisken oldugunu gostermek igin, her a € R igin
{w:| X |(w) <a}={w:| X(w)|<a}el ,VaeR
oldugunun gosterilmesi gerekir. Buna gore, a<0 ise {w:| X(w)|<a}=D e U oldugu agiktir.
Diger taraftan a >0 i¢in {w: X (w) <a}e U <{w: X (w) <a}e U oldugundan (Problem (2.7.1))
{w:| X(w)|<a}={w:—-a < X(w) <a}={w: X(w) <a}\{w: X(w) <—a}eld

dir. Yani, | X| de bir rasgele degiskendir.



d) a<0 ise, {W:XZ(W) <a}=Tel oldugu aciktir. a>0 igin {w:X?*(w)<a}eld
oldugunun da gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in,

{w: X 2(w) <a}={w: X (w) <Ja P{w: X (W) <—/a }elUd
oldugundan X bir rasgele degisken ise X 2 de bir rasgele degiskendir.

e) Kolayca goriilecegi gibi, (a), (b) ve (d) de verilen fonksiyonlar birer rasgele degisken ise
XY,

XY =((X+Y)2=(X-Y)?)/4
olarak yazilabildiginden, XY de bir rasgele degiskendir.

f) X ve Y nin her ikisi de rasgele degisken oldugundan, her a € R i¢in
{w:X(w)<a}eld ve {w:Y(w)<a}el

dir. Buna gore, her a€ R i¢in max{X,Y }w) =max{X (w),Y (w)} olmak iizere,
{w:max{X,Y}w) <a}={w:X(w) <a}~{w:Y(w)<a}elU

olup max{X,Y} de bir rasgele degiskendir.

g) Benzer sekilde, her a € R i¢in min{X,Y }w) =min{X (w),Y (w)} olmak iizere,

{w:min{X,Y}(w) <a}={w: X (w) <a}u{w:Y(w) <a}el
oldugundan min{X,Y} de bir rasgele degiskendir ®

2.2. Dagilim Fonksiyonlan
Bir rasgele degiskenin ozelliklerini incelemek i¢in, o rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu
bilinmelidir. Dagilim fonksiyonu, rasgele degiskeni en iyi karakterize eden fonksiyondur. Diger

biitiin 6zellikler dagilim fonksiyonu ile ilgilidir.

Dagilim fonksiyonu genellikle, F(X)=P(X <x) seklinde gosterilir. Bir X rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu i¢in 6ncelikle (€2, 2, P) olasilik uzayinin belirli olmasi gerekir.



(QQ,U, P) bir olasilik uzayi, X de Q iizerinde taniml bir rasgele degisken olsun. B(IR) reel
sayilar lizerindeki Borel cebirini gostermek lizere,

X HBR)) ={Acl:A={we Q:X(W)e B} BecB(R)}
seklinde tanimlanan X -1 (B(R)) smifi Q iizerinde bir sigma cebirdir (Oztiirk, 1993).

Teorem 2.2.1 (Q,U,P) bir olasilik uzayi, X bir rasgele degisken, F de X in dagilim

fonksiyonu olsun. Buna gore,

a) F azalmayan bir fonksiyondur.
b) F sagdan siireklidir.
c) lim F(x)=0ve lim F(x)=1.

X—>—00 X—> 0
Ispat @) X1,Xp € R olmak iizere, X;<X, ise {w:X(w)<x;}c{w:X(w)<x,} olup
Teorem (1.2.1d) ye gore (A< B ise P(A) <P(B) dir),

F(xp)=PHw: X(W) <x}) < PHw: X(W) <x,})=F(x>)

yazilir. Yani, X1 <X, ise F(X;) < F(X,) dir. Buda F nin azalmayan oldugunu gosterir.
b) Fonksiyonun sagdan siirekli oldugunu gostermek igin lim F(x+h)=F(x) oldugunun
h—0*

gosterilmesi yeterlidir. Bunun igin, A, ={w:X (W) <x+1/n} seklinde azalan olaylarin bir dizisini

tanimlayalim. Bu durumda Teorem (1.2.2) ye gére A, dizisinin limiti vardir ve

lim A, = lim{w:X(w)<x+1/n}={w:X(w)<x}

n—o0 N—o0

dir. A lerazalan olaylarmn bir dizisi oldugundan limit ile olasilik 6l¢iisii yer degistirilebilir (Teorem

(1.2.3)). Buna gére h=1/n igin,

lim F(x+h)=lim F(x+1/n)= lim P({w:X (w)<x+1/n})= lim P(A,)

h—0* N—o0 N—0 N—s00
= P( lim Anj: P{ﬁ{w: X (W) < x+1/n}]: P({w: X (W) <x})=F(x)
N—o0 n=1

oldugundan F dagilim fonksiyonu sagdan siireklidir.
c) A, ={w:X(w)<n} se¢ildiginde, A, artan olaylarimn bir dizisi olup limiti vardir (Teorem
(1.2.2)). Buna gore lim A, = lim{w:X(w)<n}=Q olup limit ile olasiik &l¢iisii yer
n—o0

n—o0

degistirebilir. Buradan da,



lim F(x) = lim F(n) = lim P({w: X (w) <n})
= lim P(An):P( lim An):P(Q):l

elde edilir. B, ={w: X (w) < —n} azalan bir dizi olup, lim B, =& dir. Buradan da,
N—o0

lim F(x)= lim F(-x)= lim F(-n)= lim P({w: X (w)<-n})

X—>—00 X—00 N—oo N—o0
= lim P(Bn):P( lim an:P(Q)zo
N—o0 N—o0

seklinde aranan sonug elde edilmis olur ¢
Teorem 2.2.2 X bir rasgele degisken, F de X in dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda,

a) a,beR ve a<b ise P{w: a<X(w) <b})=F(b)-F(a)
b) aeR i¢in, P@w: X(W)=a})=F(a*)-F(a")

dir. Burada F(a*) ve F(a~) sirasi ile fonksiyonun a noktasindaki sagdan ve soldan limitlerini
gostermektedir.

Ispata) a,beR ve a<b igin, {w: X(w) < b} kiimesi
{w: X(w) <b}={w: X(w) <a}u{w:a< X(w) <b}

seklinde yazilabilir. Ayrica, {w: X(w) < a} ile {w:a< X(w) < b} kiimeleri ayriktir. Buradan,

F(b)=PH{w: X(w) <b}) =P{w: X(w) <a})+PH{w: a< X(w) <b})
=F(@)+PH{w: a< X(w)<b})
olup aranan esitlik P({w: a< X(w) <b})=F(b)—F(a) seklinde bulunur.

b) A, ={w:a—-(1/n) < X(w) <a+(/n)} secildiginde A, azalan bir dizi olup Teorem
(1.2.2) ye gore lim A, ={w:X(w)=a} dir. Ayrica, Teorem (1.2.3) e gore, olasilik 6l¢iisii ile limit
n—o0

yer degistirebilir. Teoremdeki (a) sonucu kullanildiginda,

P({w:X(w)=a})= F’( lim Anjz lim P(A,)

N—o0 N—o0

lim P[{W:a—1< X(w)< a+l}j: lim {F(a+lj—F(a—lﬂ
N—co n n Nn—o n n

lim F(a+1J— lim F(a—%j: F(@a")-F(a)

n—oo n n—o

seklinde aranan sonug elde edilir ¢

Ornek 2.2.1 a) Bir paranin ii¢ defa atilmasi deneyi i¢in Ornek (2.1.1a) daki gelen turalar1 sayan

rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu bulalim. Bu deney igin 6rnek uzay,



Q= {YYY YT YTY,TYY,TTY, TYT YTT ,TTT}
olup sigma cebir, kuvvet kiimesi (U =o(€)) olsun. A€ U igin P(A)=n(A)/8 olasilik 6lgiisii
tanimlandiginda, (2,4, P) bir olasilik uzayidir. Rasgele degiskenin deger kiimesi Dy ={0,1,2,3}
dir. Bu rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu bulalim. Once, x <0 igin {w: X(W) < x}=
oldugundan, F(x)=0 ve x>3 icin {w:X(W)<x}=Q olup F(x)=1 oldugu agciktir.
Fonksiyonun diger degerleri,

0<x<ligin, F(x)=P({w:X(w)<x})=P({YYY})=1/8

1<x<2igin, F(x)=P({w:X(w)<x})=P({YYY,YYT,YTY,TYY})=4/8

2<x<3 igin,

F()=P({w:X(W)<x})=P({YYY,YYT YTY,TYY,TTY TYT ,YTT})=7/8

seklindedir. Buna gore, X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,

0 , x<0

1/8 , 0<x«<1
F(x)=44/8 , 1<x<2
718 , 2<x<3

1 , x=3
grafigi de Sekil (2.2.1) de verildigi gibidir.
A F(x)
7/é:: .—o
o] 1 2 3 4 5
Sekil 2.2.1 Bir paranin ii¢ defa atilmast deneyi igin tanimlanan rasgele degiskenin dagilim

fonksiyonu

Fonksiyonun agik ifadesinden ve grafiginden goriildiigii gibi, dagilim fonksiyonu azalmayan
ve sagdan siireklidir.

A PUX(w)=x})

3/8¢

1/8¢ I I
x

() 1 2 3

Sekil 2.2.2 Bir parann ti¢ defa atilmasi deneyi i¢in tamimlanan rasgele degiskenin olasilik
fonksiyonu



Teorem(2.2.2b) ye gore, rasgele degiskenin 0,1,2 ve 3 degerleri igin,

PHw: X(w)=0})=(1/8)-0=1/8, PHw: X(w)=1})=(4/8)-(1/8)=3/8
Pw: X(w)=2})=(7/8)—-(4/8)=3/8, PHw:X(w)=3})=1-(7/8)=1/8

olasiliklar1 hesaplanir. Bununla birlikte x € R\ Dy i¢in, P({w: X (W) < x}) =0 oldugu agiktir.

Kesikli rasgele degiskenlerde olasilik fonksiyonu bazen x e Dy igin

{wiX(w)=x} | 0 1 2 3
Pw:X(W)=x}) | 1/8 3/8 3/8 1/8

seklinde tablo halinde verilir.

Ornek 2.2.2 Q=[-1,1], sigma cebir de Q iizerindeki Borel cebiri (1 =B(C2)) olsun.
Olasilik olgtsi, Ael i¢in P(A)="A mn aralik uzunlugu"/2 olarak tanimlandiginda,
(U, P) bir olasilik uzayi olur. Buna gore,

a) b)
X: Q>R Y: Q>R
W= X (W) =|w| WY (W) = w?

seklinde tanimlanan X ve Y rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarini bulalim.
a) Dy =[0,1] olup x<0 ise F(x)=0 ve x>1ise F(x)=1 oldugu agiktir. Diger taraftan,

0<x<1 i¢in,
F)=P({w:X(w)<x})=P({w:w|<x})=P({w:—=x<w< x })=(2x)/2=x

dir. Buradan, X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

0 , x<O0
F(x)=<x , 0<x<l
1, x=21

olup grafigi de Sekil (2.2.3a) de verilmistir.

F(x)
A

>» X

0 1
Sekil 2.2.3a Ornek (2.2.2a) deki dagilim fonksiyonunun grafigi

b) Benzer sekilde, Dy =[0,1] olup, yine y <0 ise F(y)=0 ve y>1ise F(y)=1 oldugu

aciktir. 0<y <1 ise dagilim fonksiyonunun degeri,
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F(y)=P(w:Y (w) < y}) = PEw:w’ <y}) = PEw:—Jy sws< [y} =2\/y)/2=\fy
dir.
1 ko(x)

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2.2.3b Ornek (2.2.2b) deki dagilim fonksiyonunun grafigi

Buna gore, rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,

0 , y<0
F(y)={{y ., 0<y<1
1 , y=>1

olup grafigi Sekil (2.2.3b) de verildigi gibidir @
Ornek 2.2.3 Q=[-1, 2] ve U =B(Q) olsun. Ae U igin olasilik dlgiisii de
P(A) ="A nin aralik uzunlugu "/ 3

olarak tanimlandiginda, (€2,2/, P) bir olasilik uzayidir. X ve Y rasgele degiskenleri

a) b)
X Q>R Y Q>R
W—>X(w):w2 W—>Y(W):W2—2W

seklinde tanmimlansin. Bu rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlarini bulalim. Rasgele

degiskenlerin deger kiimeleri grafiklerden (Sekil 2.2.4a ve 2.2.4b) de goriildiigii gibi, Dy =[0,4]

ve Dy =[-1, 3] dir. Simdi bu rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlarini bulalim.

a) Xx<0 ise Fy (x)=0 ve x=4 ise Fy (X) =1 oldugu agiktir. Fonksiyonun grafigi de dikkate
alinarak, fonksiyonunun diger degerleri 0 < x <1 igin,

Fy (X)=P{w:X (W) <x}) = P({W:W2 <x})= P({WZ—\/; SWS\/;}) = (2\/;)/3

ve 1<x<4 igin,

Fy (X) = P({w: X (W) < x}) = PEw:w? <x}) = Pw:—1<w<+/x}) = 1+X) /3

olarak heaplanmistir. Buna gére, X in dagilim fonksiyonu
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0 , x<0
¥ , 0<x<1
Fx (X) =
L+x C1<x<4
3
1 , X=4

olup grafigi rasgele degiskenin deger kiimesi ile beraber Sekil (2.2.4a) de verilmistir.

A X(W)=w:

A F(x)

w
>

-1 05 0 05 1 15 2 0

x
1 2 3 4
Sekil 2.2.4a Ornek (2.2.3a) da verilen rasgele degiskenin deger kiimesi ile dagilim fonksiyonu

b) Dy =[-13] oldugundan, y<-1 ise R/ (y)=0 ve y>3 ise K, (y)=1 oldugu agiktir.
Ayrica —1<y <0 i¢in fonksiyonun degeri

2 2
_p W:2—2 1+y§x§2+2 1+y _ 2\1+y
2 2 3

ve 0<y <3 igin,

R (y) = P({WZY(W)Sy})=P({WZWZ—ZWSy})

) 2—J4+4y
_ B 2 _ 1+ /1+y
3 3
olarak bulunmustur.

Il
)
VR
—
=
N
|
N
+
N
<
IA
=
N
%,—/
N—
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A F&)

A Y(w)=w?2-2w 17

3_

2_

1{|D,

w X
-1 o5 0 J -1 0 1 2 3 4
-1

Sekil 2.2.4b Ornek (2.2.3b) de verilen rasgele degiskenin deger kiimesi ile dagilim fonksiyonu

Buradan Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu da,

0 , y<-1
2\/1+_y , —1<y<0
)= 1+ 31+
NTY pcy<s
3
1 , y>3

seklinde olup, grafigi degiskenin tanim bdolgesi ile beraber Sekil (2.2.4b) de verilmistir ®

Rasgele degiskenleri kesikli ve siirekli olmak ftizere iki ayr1 gruba ayirmistik. Rasgele
degiskenin deger kiimesi sayilabilir ise kesikli, aksi halde siirekli rasgele degisken demistik.
Dagilim fonksiyonunun sagdan siirekli oldugunu biliyoruz (Teorem 2.2.1). Yukaridaki 6rneklerde

de goriildiigi gibi, rasgele degisken siirekli ise dagilim fonksiyonu da siireklidir.

2.3. Olasihk (Yogunluk) Fonksiyonu

Olasilik ve istatistikte rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu yerine, genellikle dagilim
fonksiyonundan elde edilen olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilir. Aslinda, dagilim
fonksiyonu verildiginde olasilik fonksiyonu, olasilik fonksiyonu verildiginde de dagilim

fonksiyonu bulunabilir.

Kesikli bir X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F olsun. X in deger kiimesi Dy

olmak tizere, X € R i¢in Teorem (2.2.2) den {w: X (w)= X} olaymin olasiliginin

PAw: X(W)=x})=F(x")-F(x")
seklinde hesaplandigini biliyoruz (Teorem 2.2.22b). Buna gére, X € Dy i¢in,

PEw: X(W)=x})=F(x")-F(x7)
veya kisaca P(X =x) = F(x")—F(x") olasiliklar1 hesaplanir. X e R\ Dy iginde P(X =x)=0
oldugu agiktir.

12



Bir rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu, biitiin reel sayilar kiimesinde tanimlidir. Fonksiyon

deger kiimesi disginda O olarak tanimlandig igin, rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu bazen

P(X =x) olarak da verilir. Ancak, baz1 X € Dy i¢in P(X =x) =0 olabilir. Herhangi bir rasgele

degiskenin olasilik fonksiyonu f(X) asagidaki kosullar1 saglar. Bu kosullar,

i) T(x)>0 , her xeR
i) > P(X=x)=1

XGDX
dir.

Ornek 2.3.1 a) X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

cx , x=1234,5
f(x)= :
0 , diger yerlerde

olarak verilmis olsun. Bu fonksiyonun bir olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in C sabitinin degerini

bulalim. Her xeR i¢in f(x)>0 oldugundan cx>0 ve > P(X =x)=1 olmasi gerekir.
XEDX

Buradan, ¢ sabitinin degeri

1= % P(X :x):iP(sz)zicxﬂSc:c:%

xeDy x=1 x=1

olarak bulunur. Yani, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

x/15 , x=12,3,4,5
f(x)= .
0 , diger yerlerde

dir. Buna gore, P(X >3) olasiligi da

P(X>3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) =%(3+4+5)=%
olarak hesaplanmis olur.

b) A >0 olmak lizere, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

cA¥/x! , x=0123,..
f(x)= :
0 , diger yerlerde

13



olarak verildiginde C sabitinin degerini bulalim. Yine, her XeR i¢in f(X)>0 olmasi

gerektiginden ¢>0 olmalidir. Ayrica, et fonksiyonunun Taylor serisi agilimindan C sabitinin

degeri
< A 4 y)
> P(X=x)=Y P(X=x)=c> —=ce*=>c=¢e"
xeDy x=0 x=0 X!
dir. Yani, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

e A% Ix! |, x=012.3,..
f(x)= :
0 , (diger yerlerde

seklindedir ©

Kesikli rasgele degiskenlerde, dagilim fonksiyonu verildiginde, olasilik fonksiyonu

P(X=x)=F (x")=F(x7) esitligi ile bulunur. Rasgele degiskenin olasilik

verildiginde dagilim fonksiyonu da,

F() =3 P(X =t)

t<x

seklinde bulunur.

Bir 6nceki 6rnekte verilen olasilik fonksiyonunu ele alalim. Olasilik fonksiyonu,

x/15 |, x=12,3,4,5
f(x)= .
0 , diger yerlerde
olup dagilim fonksiyonunu bulmak i¢in olasilik fonksiyonunu,

X=x | 1 2 3 4 5
P(XzX)‘l/lS 2/15 3/15 4/15 5/15

seklinde yazalim. Buradan dagilim fonksiyonunun degerleri

x<1=F(x)=> P(X =t)=0,

t<x

1<x<2=F(x)= Y P(X =t) = P(X =1)=%,

t<x

2<x<3=F(x)= ) P(X =t)=P(X =1)+P(X =2)=%,

t<x

3<x<4=F(x)= Y P(X =t) = P(X =1)+ P(X =2) + P(X =3)=%,

t<x

14

fonksiyonu



10

4<x<5=>F(X)= Y P(X =t) = P(X =1) + P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =9)=1

t<x
x>5=F(X)=Y P(X =t)=1
t<x

olarak bulunur. Buna gére, dagilim fonksiyonu agik olarak,

0 , X<l
1/15 , 1<x<2
3/15 , 2<x<3

F(x) =+
6/15 , 3<x<4
10/15 , 4<x<5
1 , X5
seklinde yazilir.

X sirekli ise dagilim fonksiyonu da siireklidir. O halde, X siirekli ise her xR ig¢in
P(X =x)=F(x")=F(x")=0 dir. Ayrica X siirekli ise, rasgele degiskenin olasilik
fonksiyonunu kesikli olasilik fonksiyonlardan ayirmak i¢in “olasilik yogunluk fonksiyonu” ifadesi

kullanilir. Stirekli rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlar, siirekli olmasina ragmen dagilim

fonksiyonunun tiirevlenemedigi yerler olabilir.

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(X),

i) f(x)=>0, herxeR
i) [ f(gdx=1

Xe DX

kosullarini saglar. Diger taraftan, P({w: X (w)e A}) olasiligi (veya P(X € A) olasiligr)

P(X eA):j f (x) dx
A

integrali ile hesaplanir.
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Ornek 2.3.2 Q=[-12], U=B(Q) ve AclU igin P(A)="A nm aralik uzunlugu"/3 olmak
uzere, (Q, U, P) bir olasilik uzayidur.
X Q>R
w— X (w) =w?
olarak verilen X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu (Ornek, 2.2.3a) siirekli olmasina
ragmen, X=0, X=1 ve X =4 noktalarinda tiirevlenemez. Dolayisi ile, X rasgele degiskeninin

deger kiimesi Dy =[0,4] olup, olasilik yogunluk fonksiyonu

1
— , 0O<x«1
3x
f=3FW_J 1 oxea
dx 64/ X
0 , d.y.
olup grafigi Sekil (2.3.1) de verilmistir.
v S%)
3,54
3_
2,51
2_
1,54
1_
0,54
o— X
L

Sekil 2.3.1 Ornek (2.3.2) de verilen rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

Bu fonksiyon, her x e R i¢in f(x)>0 ve
1

ooty ok w2 21
Djxf(x)dx_gsﬁdH{G&dx_ 3 | +o _§+§(ﬁ_ﬁ)_§+§_1

x=0 x=1

ozelliklerini sagladig1 i¢in bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. P({w:0 < X (w) < 2}) olasiligi ise,

1 2 1 2
PAw:0< X (W) <2}) = j f(x)dxzjgj_dx+j6j—dX:2&| \/;|

Dy 0

%%(ﬁ_\/?):“f;o.som
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olarak hesaplanmustir. Siirekli rasgele degiskenlerde, aralik sinirlar1 yazilirken ug noktalarin 6nemi

yoktur. Yani, P({w:0 < X(w) <2}) ile P({w:0< X (w) <2}) olasiliklar1 aynidir &

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) verildiginde, dagilim fonksiyonu,

X

F(X) = j f(t)dt

—00

integrali ile hesaplanir. Bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu verildiginde, bu 6zelligi saglayan
bir f fonksiyonu varsa, bu fonksiyon rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Boyle
bir fonksiyon bulunamayabilir veya bulundugu zaman da fonksiyonu belirlemek kolay olmayabilir.
Oysa, bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu her zaman vardir. Bu nedenle, rasgele
degiskenlerin olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonlar1 dagilim fonksiyonlarindan elde
edilmeye calisildi. Bir rasgele degiskenin aksi sdylenmedikce olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonunun var oldugu kabul edilecektir.

Kesikli dagilimlarda ug noktalar dnemlidir. Ornegin, Ornek (2.3.1b) de verilen rasgele degisken
icin P(X<2) ve P(X<2) olasiliklar1 farklidir. Olasilik fonksiyonu, A>0 igin

P(X =x)= e A% Ix! , X=0,1,2,3,... olup olasiliklar,

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=e * 1+ A+ 1% /2)

ve

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1) =e *(1+ 1)
olup, P(X <£2)# P(X <2) dir.

Genel olarak, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde olasiliklar

> P(X=x) , X kesikli

xeA
[f0Qdx X stirekli
A

PAW: X (W) e A}) = P(X € A) =

ile hesaplanur.
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