HAFTA 7/

2.4. Cok Degiskenli Dagihim Fonksiyonlan

Bu kisimda rasgele vektorler (veya vektor rasgele degiskenler) ve dagilim fonksiyonlar ile
ortak olasilik (veya ortak olasilik yogunluk) fonksiyonlari tizerinde durulacaktir. Bilesenleri
X1, X9, X Olan  k—boyutlu bir rasgele degisken X =(Xy,X5,.., Xi)" seklinde

gosterilecektir. Boyle bir rasgele degisken (veya rasgele vektor)

(X1, Xi) 1 Q> R
W= (Xq (W), .., X (W)

seklinde tanimlanir. K —boyutlu rasgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu,

Fix,Xponx,) © RC =00

(X1 X)) = Fix X X ) 4 Xi) = PEW X (W) < X, Xy (W) < %)
seklinde tanimlanir. Karmagikligi 6nlemek i¢in k =2 alalim. O zaman, bilesenleri X ve Y olan
iki boyutlu vektor rasgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu,

F(X,y)=PEw: X(W)<x,Y(W)<y})=P(X <X,Y<Yy)

seklinde olur. Cok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 tek degiskenli dagilim fonksiyonlarinda oldugu
gibi benzer 6zelliklere sahiptir. Bunlardan bazilar1 asagidaki teoremde 6zetlenmistir.
Teorem 2.4.1 (Q,U,P) bir olasilik uzayinda tanimli marjinalleri Fy (x) ve K/ (y) olan

X =(X,Y)" iki boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu F(x,y) asagidaki 6zellikleri saglar:

i) Ximoo FOxy) =R (y) yleoo F(xy)=Fx ()

i) lim F(x,y)=0, Ilim F(x,y)=0, Ilim Ilim F(x,y)=0
X— — 0 y— -0 X—>—w y—>—ow
iii) lim lim F(x,y)=1.

X—> o y—> ©

Ispat:i) lim F(x,y)=R(y) igin lim F(n,y)=F (y) oldugunun gdsterilmesi yeterlidir.
X— n— o

Bunun i¢in, Ay ={w: X(W)<n} ve B={w:Y(w)<y} kiimelerini tanimlayalim. Buradaki A,

dizisi artan olup lim A, =Q dir. Dolayst ile,
N—o0

lim F(n,y)= lim P({w:X(w)<nYw)<y})= lim P(A, "B)

n— oo

=P(( lim Anjm B): P(QNB)=P(B)=P({w:Y (W) <y})=FR/(y)

N—o0

1



dir. B, ={w:Y (W) <n} ve A={w: X (w)<x} almarak lim F(X,y)=Fy(x) elde edilir.
y—> o0

i) lim F(x,y)=0 i¢in lim F(-n,y)=0 oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in de
X—> — 0 N— oo

A, ={w: X(w) <-n} ve B={w:Y(w) <y} kiimelerini tanimlayalim. A, azalan olup lim A, =&

N—o0

dir. Ayrica, A, azalan oldugundan limit ile olasilik yer degistirebilir. Buradan

lim F(-n,y)= lim P({w:X(w)<-n,Y(w)<y})= lim P(A,NB)

n— oo n— o

=P(( lim An)m Bj=P(@mB)=P(@)=O

elde edilir. Yine benzer sekilde, B,={w:Y(w)<-n} ve A={w:X(w)<x} alinarak

lim F(x,y)=0, A,={w:XW)<-n} ve B,={w:Y(w)<-n} kiime dizileri kullanilarak da

y—> — o

lim lim F(x,y)=0 elde edilir.

X—> = Yy—>—o0
i) A, ={w: X (w) <n} ve B, ={w:Y(w) <n} kiime dizilerini tanimlayalim. Her iki kiime dizisi

de artan olup, lim A, =Q ve lim B, =Q dir. Buradan da,
N—o0 N—o0

lim lim F(x,y)= lim lim F(nn)= lim P({w:X(w)<n,Y(w)<n})

X— 0 y—> o N— o N— © n— oo
= lim P(AﬂmBn):P(( lim An)m( lim BnD:P(QmQ):P(Q):l
n—oo n—oo nN—o0

elde edilir ¢

Bilesenleri X ve Y olan iki boyutlu vektor rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F(X,Y)

verildiginde, X ve Y nin marjinal dagilim fonksiyonlar1 sirast ile,
Fx (X)=F(x,+) ve Fy(y)=F(+=,y)

seklinde bulunur. Buradaki Fy ve K, fonksiyonlar1, X ve Y nin marjinal dagilim

fonksiyonlaridir. Buradan da, her bir rasgele degiskenin marjinal olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonu elde edilir.

Tek degiskenli dagilim fonksiyonu azalmayan ve sagdan siireklidir. Vektorlerde siralama
bagintis1 olmadigindan, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 azalmayandir veya artandir gibi
ifadeler kullanilamaz. Ancak, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonu her bir degiskenine gore sagdan
siirekli ve azalmayandir. iki degiskenli dagilim fonksiyonunun bu 6zellikleri asagidaki teoremde

ifade edilmistir.



Teorem 2.4.2 (Q,U,P) bir olasilik uzayinda tanimli marjinalleri Fy (x) ve K/ (y) olan
X =(X,Y)" iki boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu F(x,y) degiskenlerine gore sagdan

stirekli ve azalmayandir.

Ispat. Once, fonksiyonun bilesenlerine gore sagdan siirekli oldugunu gosterelim. F(X,Y)

fonksiyonunun X Dbilesenine gore sagdan siirekliligi ic¢in, lim F(x+h,y)=F(x,y) veya
h—0"

lim F(x+(/n),y)=F(x,y) oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bunun i¢in de
N—>o0

lim [F(x+(@/n),y)-F(xy)]=0

N—o0

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Ayrica lim [F(x+(1/n),y)—F(x,y)],
N—o0

lim [F(x+@/n),y)-F(x,y)]= lim [P(X <x+(@/n), Y <y)-P(X <x, Y <y)]

N—o0

= lim [P(x< X <x+(1/n), Y <y)]

N—o0

seklinde yazilabilir. A, ={w:x < X(w)<x+(1/n)} ve B, ={w:Y(w) <y} kiimeleri i¢in, A, kiime

dizisi azalan olup lim A, =< dir. Buna gore,
n—o0

lim [F(x+(@/n),y)-F(x,y)]= lim [P(x< X <x+(/n), Y <y)]= lim P(A, "B)

N—o0

= P( lim (A, mB)jzt( lim An)m B)J: P(@nB)=P(@)=0
n—o0 N—

elde edilir. Bu da, F(x,y) fonksiyonunun x degiskenine gore sagdan siirekli oldugunu gosterir.

Benzer diisgiince ile, fonksiyonun y degiskenine gore de sagdan siirekli oldugu gosterilir. Simdi de,

fonksiyonun her iki degiskenine gore de sagdan stirekli oldugunu gorelim. Bunun i¢in de,
lim [F(x+@/n),y+@/n))—F(x,y)]=0
N—o0

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Diger taraftan,

lim [F(x+@/n), y+@/n))-F(x,y)]= lim [P(X <x+1/n,Y <y+1/n)-P(X <x, Y <y]

nN—o0

= lim[P(x<X <x+1/n, y<Y <y+1/n)]

N—o0

seklinde yazilabilir. A, ={w:x<X(wW)<x+(@/n)} ve B, ={w:y<Y(w)<y+(/n)} i¢in, her iki

kiime dizisi de azalan olup, lim A, =< ve lim B, =& dir. Buradan,
n—o0 n—o0

lim [F(x+@/n), y+@/n))—F(x,y)]= lim [P(x< X <x+1/n, y<Y <y+1/n)]

nN—o0

= lim P(A, mBn)zP[Ji_r)r;(AqmBn)sz[(nli_r)rgoAq)m(nli_r)r;BnD:P(®)=0

n—o0



elde edilir. Bu da fonksiyonun her iki degiskenine gore sagdan siirekli oldugunu gosterir. Simdi,
fonksiyonun her iki bilesenine gore ayr: ayri azalmayan oldugunu gosterelim.

Fonksiyonun x e gore azalmayan oldugunu gostermek icin, her ye R ve x <x, i¢in
F(x,Y) <F(Xy,y) oldugunun gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in de, x <X, ise

{w: X (W) < xFae{w: X (W) <ok ={w: X(W) < xq,Y (W) < yFa{w: X(w) <X, Y (W) <y}
altkiime bagintis1 yazilabilir. Buradan da, x; <x, ise,
PHw: X(W) <x,Y (W) <y} <PEw: X(W) <X3,Y (W) <y}) = F (%, y) <F(X2,Y)

elde edilir. Bu da fonksiyonun, x degiskenine gore azalmayan oldugunu gésterir. Benzer sekilde

fonksiyonun y bilesenine gore de azalmayan oldugu gosterilir. Yani, her xe R ve y; <y, i¢in

F(X,y1) <F(x,y,) dird
Teorem 2.4.3 (Q,U,P) bir olasilik uzaymnda tanimli marjinalleri Fy (x) ve K/ (y) olan
X =(X,Y)" iki boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu F(x,y) olsun. Bu durumda,

max{Fy () + Fy (y) -1 O}< F(x, y) < min{Fy (x), Fy ()}
dir (Frechet sinirlari).

Ispat: A={w:X(w)<x}, B={w:Y(w) <y} altkiimelerini tammlayalim. Buradan,
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)<1 den P(AnB)>P(A)+P(B)-1
yazilir. Buna gore,

P(ANB)>P(A)+P(B)-1= P(X <x,Y <y)>P(X <x)+P(Y <y)-1
=FXxy)2Fx ()+FK(y)-1
elde edilir. Fy (x)+F, (y)—1 degeri negatif olabilecegi goz 6niine alindiginda,

F(x,y)=max{Fy (x) + Fy (y) -1, O}
ifadesi yazilabilir. Diger taraftan, P(AnB) <P(A) ve P(AnB)<P(B) ozelliklerinden,
P(X <XY<y)<P(X<x) ve P(X<XY<Yy)<PY <Yy)
dir. Yani, F(x,y)<Fx(x) ve F(x,y)<K (y) olup, F(xy)<min{Fx (x),R (y)} dir. Bu iki
esitsizlik birlestirildiginde,
max{Fy (x) + Fy (y) -1, k< F(x, y) s min{Fy (x), y ()}
seklinde aranan esitsizlik elde edilmis olur ¢
Tek degiskenli dagilim fonksiyonlarinda, P(a< X <b)=F(b)—-F(a) dir. Burada da benzer

ozellik gegerlidir.



Teorem 2.4.4. (Q,U,P) bir olasilik uzayinda tanimli marjinalleri Fy(x) ve K (y) olan
X =(X,Y)" iki boyutlu rasgele vektorin dagilim fonksiyonu F(x,y) olsun. ¥ <x, icin
P(X <X <X9,Y <y)=F(Xo,y)—F(x,y) dir.

Ispat: ¥, %, € R olmak iizere, ¥ <X, ise {w: X (W) <xy,Y (W) <y} kiimesi

{w: X (W) <X, Y (W) < yF={w: X(W) <X, Y (W) < yFo{w: X < X(W) <X,Y (W) <y}
seklinde iki ayrik kiimenin birlesimi olarak yazilabilir. Buradan da,

PEw: X (W) <x,,Y(W) <y} =PHw: X(W) <x,Y (W) <y} +PHw: % < X (W) <X, Y(W)<y})
esitliginden F(x5,Y)=F(X,Y)+P(X <X <X,,Y <y) bulunur. Bu da ispat i¢in yeterlidir ¢

(Q,U,P) bir olasilik uzayinda tanimli marjinalleri Fy (x) ve R/ (y) olan X =(X,Y)" iki
boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu F(x,y) olsun. Bu durumda,

P(X > XY > y) =1 Fy ()~ Fy (¥) + F(x,y)
esitligi icin A={w:X(w)<x}, B={w:Y(w)<y} kiimelerini tanimlayalim. Fy (x)=P(A),
R (y)=P(B) ve F(x,y)=P(AnB) oldugundan,

P(X > XY >y)=P(A° A B®) = P((Au B)C)=1— P(AUB)
=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)]=1-Fy (x) - R/ (y) + F(x,y)

esitligi elde edilir. Yani, P(X >x,Y >y)=1-Fyx (X)— R/ (y)+ F(x,y) dir.

Rasgele degiskenler kesikli ve siirekli olmak {izere iki gruba ayrilmisti. Burada, her iki rasgele
degisken Kkesikli veya siirekli olabildigi gibi biri kesikli digeri siirekli de olabilir.

Her iki rasgele degisken de kesikli ise rasgele vektoriin ortak olasilik fonksiyonu i¢in biitiin
xe Dy ve yeDy i¢in P(X =X,Y =Y) olasiliklar1 hesaplanir. Yani, kesikli X ve Y rasgele
degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu,

P(X=xY=y) , xeDyx ,yeDy

f(x,y)= i
(y) { 0 , diger yerlerde

seklindedir.

Rasgele degiskenlerin her ikisi de siirekli ise, ortak dagilim fonksiyonu F(X,y) olan X ve Y

rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da,

2
OF(x.Y) , F nintirevlenebildigi yerlerde
f(x,y)=1 oxoy
0 , diger yerlerde



olarak bulunur. Rasgele degiskenlerden biri kesikli digeri siirekli ise tek degiskenlilerde oldugu gibi
olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonlar1 bulunur. Marjinal olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonlari ise asagidaki gibi bulunur.

a) X ve Y rasgele degiskenleri kesikli ve ortak olasilik fonksiyonu P(X =X,Y =vY) ise,

marjinal olasilik fonksiyonlari

P(X=x)= >, P(X=x)Y=y), butinxe Dy
yeDy

PY=y)= > P(X=xY=y), butinyeDy

XEDX
dir.
b) X ve Y rasgele degiskenleri siirekli ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(X,y) ise
marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar1 xe Dy ve ye Dy i¢in

fx(x)= [ f(x,y)dy ve fy(y)= [ f(xy)dx
yeDy xeDy
integralleri ile hesaplanr.
c) X kesikli, Y siirekli rasgele degiskenler ve ortak olasilik fonksiyonu f (X, y) ise marjinal
olasilik ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 X € Dy ve y e Dy icin,
fx()=P(X=x)= [ fxydy ve f(y)= > f(xy)
yeDy xeDy

seklindedir. Ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde, ortak dagilim

fonksiyonlar1 da
S P(X=kY=0) , XveY kesikli
k<x, (<y
F(xy)= Xy
[ [ fstydtds , X veY surekli

seklinde bulunur.




Ornek 2.4.1 a) Bir ¢ift zarin ayn1 anda atilmasi deneyini ele alalim. X4 birinci zarin iizerindeki

noktalarin sayisini, X, de ikinci zarin iizerindeki noktalarin sayisini gostersin. Buna gore, 6rnek
uzay (X ve Yy zarlarin tzerindeki nokta sayilarina gore sekilleri — gostermek iizere),
Q={(x,y):x=12,..,6, y=12,...,6} olup sigma cebir de kuvvet kiimesi (U =oc(QQ)) olsun.
Ae U i¢in P(A)=n(A)/36 denirse (Q,U,P) bir olasilik uzayr olur. X; ve X, birer rasgele
degisken olup Ornek (2.1.2) geregince X = X1+ X, ve Y =|X;— X 5| rasgele degiskendir. X
ve Y nin deger kiimeleri Dy ={2,3,4,..,.12} ve Dy ={0,1,2,3,4,5} olup, ortak olasilik

fonksiyonu i¢in olasiliklar ayr1 ayr1 hesaplanir. Asagida bu olasiliklardan birkag tanesi hesaplanmis

digerleri de benzer sekilde hesaplanarak tablo halinde ortak olasilik fonksiyonu verilmistir.

Once, P(X =2,Y =0) olasiligini hesaplayalim. Burada,
{w:X(w) =2}={@.D} ve {w:Y (W) =0}={(11),(2.2),(3,3),(44).(5,5).(6,6)}

olup arakesit kiimesi

{w:X (W) =2,Y(w)=0}={(LD}
dir. Buradan, P(X =2,Y =0) olasiligi,

P(X=2Y=0)=P(w:X(w)=2,Y(w)=0})=P{@LD}) =1/36
olarak hesaplanir.
Benzer sekilde, P(X =5,Y =3) olasilig1 i¢in

w:X (W) =5}={(14).(2,3).(3,2).(4.1)}
ve

{w:Y(w) =34={(1.4),(2,5).(3,6).(41).(5,2),(6,3)}
olup arakesit kiimesi,

w:X(w) =5, Y(w)=3={(14),(4D}



dir. Buradan, P(X =5,Y =3) olasiliginin degeri

P(X =5,Y =3) = Pw: X (W) =5, Y (W) =3}) = P{(L 4), (4,)}) =2/36

dir. Diger olasiliklar benzer sekilde hesaplanarak asagida tablo halinde verilmistir.

X
. |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|P(Y=y)
. |1 L . 1L g1, 1,1l &
36 36 36 36 36 36 36
1 22 2 22 10
36 36 36 36 36 36
2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 8
36 36 36 36 36
3 0 0 0 2 0 2 0 2z 0 0 Ll
36 36 36 36
4 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 4
36 36 36
2
) 0 0 0 0 0O — O 0 0 0 0 —
36 36
Px-w| L 2 & 4 5 6 5 4 3 2 1|
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
X ve Y nin ortak olasilik fonksiyonundan, marjinal olasilik fonksiyonlar1 da
P(X=x)= > P(X=XxY=Y), ¥xeDy
yeby
ve
P(r=y)= 2 P(X=xY=y),vyeDy
xeDy
formiilleri kullanilarak
X=x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
PX=x9j1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Y=y | o0 1 2 3 4 5
6 10 8 6 4 2
P = — — — — — —
=y ‘ 36 36 36 36 36 36

seklinde bulunmustur.




Kosullu olasilik fonksiyonlar1 da kosullu olasilik fonksiyonunun tanimi kullanilarak hesaplanir.
Ornegin, X =5 verildiginde Y nin kosullu olasilik fonksiyonu ye Dy i¢in P(Y =y|X =5)
olasiliklar1 hesaplanarak bulunur. Bu kosullu olasiliklar

P(X=5Y=0) 0

P(Y =0|X =5) = = =
P(X=5)  4/36
p(Y —1/X —5) - P(X=5Y=D) _2/36 1
P(X=5)  4/36 2
p(Y —2|x —5)- PX=5Y=2)_ 0 _
P(X=5)  4/36
p(y —3|x —5) - PX=5Y =3 2/36 _1
P(X=5)  4/36 2
p(Y —4|x —5)- PX=5Y=4 _ 0 _
P(X=5)  4/36
p(Y —5|x —5)— PX=5Y=5) 0

P(X=5)  4/36

seklinde hesaplanmis olup kosullu olasilik fonksiyonu,

Y=y |0 1 2 3 4 5
P(Y=y[X=5) | 0 05 0 05 0 0

olarak elde edilmistir.

P(X =x,Y =y)=P(X =x)P(Y =Yy) oldugundan X ve Y bagimsiz degildir.

b) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

-y
f(x,y)={eo ’ g<yx<y<oo

olarak verilmis olsun (Casella ve Berger, 2002, sayfa 150). X ve Y nin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonlari,

fX (X): I f(x, y)dy: J' e_y(jyz_e—y‘OO :e—X
yeby y=X y=x

y
= ye_y

fr(y)= [ f(xy)dx= f e_ydx=(e_y)x .

xeDy x=0

integrallerinden

e* , x>0 ye Y , y>0
fy (X)= ve f =
x (X) { o . dy. v (Y) { o dy

seklinde bulunmustur. Buradan da
eV =f(xy)=fx () fy () =€")ye™)

9



oldugundan X ve Y bagimsiz degildir. Kosullu olasilik yogunluk fonksiyonlar1 da yine kesikli
rasgele degiskenlerde oldugu gibi bulunur. Y =y verildiginde X in kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonu
fyoy(xlyy =S _ €71
XM=y fy(y) ye?V y
esitliginden,
1 , O<x<y
fxy=y(XIY) =1y
0 , dy.

seklinde bulunmustur.

c) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu,

cye ™ |, x>0,y=123
f(x,y)z{ yo iy y

olarak verilmis olsun. Once, fonksiyonun bir olasilik fonksiyonu olabilmesi igin C sabitinin degeri

bulunmalidir. f(X,y) bir olasilik fonksiyonu oldugundan toplam olasilik 1 olmalidir. Yani,
0 3 o0 3 0
1= [ [ X f(xy) |dx= [ | Xcye™ |dx=c | (e_x +2e72% +3e‘3x)dx:3c
x=0\ y=1 x=0\ y=1 x=0
esitliginden ¢ =1/3 bulunur. Yani X ve Y nin ortak olasilik fonksiyonu,

1

e XY , Xx>0,y=123
f(xy)=13" y

0 , d.y.

seklindedir. Marjinal olasilik fonksiyonlar igin,

3 3 1. - 1( .- —2X -3x
Zf(x,y)=Z§ye Xy:g(e X+2e7% 1+ 3e )
y=1 y=1

ve
0 o0 0
[ fxy)dx= | (}ye_xyjdle | e‘xydx:(_le—XYJ _1
xeDy x=0 3 3 x=0 3 x=0 3
integral ve toplamin sonug¢larindan marjinal olasilik fonksiyonlari sirasi ile
e 2624363 | x>0 L yo123
fX (X) = 3 ! , fY (y) — 3 1 1 &
0 , dy. 0 , dy.

olarak bulunmustur.

10



d) Ayni marjinal olasilik (veya olasilik yogunluk) fonksiyonlarin1 veren farkli ortak olasilik

(veya olasilik yogunluk) fonksiyonlari bulunabilir. Ornegin, X;=(X;,Y;)’ nin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu,

1, O<x,y<1

fi(X,y) =
1(%.Y) {0 , diger yerlerde

ve X, =(X,,Y,) rasgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da,

l+a(2x-1)(2y-1) , O0<xy<l,0<a<l

fo(x,y) =
2(%.Y) { 0 , diger yerlerde

seklinde verildiginde her iki ortak olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 aynidir. X; =(X4,Y;)" rasgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan

marjinallerin,

1, O<x<1
0 , diger yerlerde

1, O<y<l1

f1 x, (X) ={ ve f1,x2(X)={

0 , digeryerlerde

seklinde oldugu aciktir. Buradan, her x,ye R igin, fi(x,y)= fy x, () fry, (¥) oldugundan X; ve

Y; bagimsizdir. Simdi, X, =(X5,Y,)" nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan
1 1
fLx,(X) = [A+a@x-1)(2y-1) Jdy=1 ve fy, () = [M+a@x-D(2y-1)]dy=1
0 0

oldugundan X, ve Y, nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar1 da,

1, O<x<1
0 , diger yerlerde

1, O<y<l

f X)=
2%, (%) { 0 , diger yerlerde

ve f21Y2 (X) = {

seklinde olup, yukaridaki marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari ile aynidir. Ancak bu rasgele

degiskenler f,(X,y)# f2,x2 (%) f2,Y2 (y) oldugundan bagimsiz degildir ®

Ornek 2.4.2 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu F(X,y) olsun
(Oztiirk, 1993, sayfa 174). ay,by,a,,b, € R olmak iizere,
Pw:a < X(w)<ap, by <Y(W)<by})=F(a;b)+F(asby)—F(ay,by)—F(ap,by)
dir. Bunu gostermek igin,

A={w:g < X(W)<a,, b;<Y(w)<b,y} B={w:X(w)<a,Y(Ww)<b,}

C={w:X(w)<a,,Y(w)<bs} D={w:X(wW)<a,,Y(w)<b,}

olaylarini tanimlayalim. Fonksiyonun tanim kiimesi Sekil (2.4.1) de verilmistir.
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AD
(apby (ayby
b, P »
1
1
1
1
1
1
b, ¢ &
(apbp (aybp
a
a, a, i

Sekil 2.4.1 Ornek (2.4.2) de aranan olasilik (tarali alan)
Sekildeki tarali alan {w:a; < X(w)<a, , by <Y(wW)<b,} kiimesini gostermektedir. Buna
gore,
BNC={w:X(w)<a;,Y(w)<b}ve An(BUC)= ve E=AU(BUC)

kiime iliskileri yazilabilir. Buradan,

P(D)=F(as,by) =P({w: X(w) <a,,Y(w)<b,})=P(AuU[BUC]) =P(A)+P(BuUC)
=P(A)+[P(B)+P(C)-P(BNC)]
=P({w:a < X(W)<ap,by <Y (w) <b,})+P{w: X(w) <ay,Y(w)<b,})
+P{w: X(w)<a,,Y(w)<b})—PHw: X(w)<a,Y(w)<bi})
olup F(x,y)=P{w: X (W) <x,Y(w) <y}) tanim da kullanildiginda,

F(ag,by) =P({w: X(w)<ay,Y(w)<by}), F(ay,by)=P{w:X(w)<ay,Y(w)<by})
F(ag,b) =P{w: X(w)<ay,Y(wW)<bi}) , F(ay,b)=P{w: X(w)<a,Y(w)<bi})

esitlikleri yazilir. Buradan da, F(ay,0,) nin degeri
F(az,by) =P({w: X(w) <ay,Y(w) <b,})
=P({w:g < X(W)<a,,by <Y (W) <b,})+P{w: X(w) <a,Y(w)<b,})
+P({w: X (W) <ay,Y (W) <b})—PEw: X (w) <a,Y(w)<b;})
=P{w:a; < X(w) <ay,by <Y(w)<b,})+F(ag,by) +F(ay,b) - F(ay,by)

olarak bulunur. Bu ifadeler birlestirildiginde aranan esitlik,
P({W X (W) < aZ!Y (W) < bl}) =F (aZ!bZ) +F (al! b_l_) -F (aly b2) - F(az’ b_l_)
seklinde elde edilmis olur @

Ornek 2.4.3 Q={(x,y):-1<x<1,-1<y<L}, U=B(Q) ve Acl icin P(A)=" A nm alam

"I 4 olmak iizere, (Q,U,P) bir olasilik uzayidir. w=(x,y) € Q olmak iizere,
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(X1, X,) Q> R?
W (Xg, X5)'(W) = (Xg (W), Xp(w))' = (%] y )
seklinde tanimlanan (Xq, X,)" rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonunu bulalim. (X, X5)" nin

deger kiimesi sekilde de goriildiigii gibi D = {(Xl, X9) 10 < %, Xo Sl} dir.

y
A A
! 1
(x.__y_) ____________ X - ”nx, (x5
0 > (*le’Xé') D D
-1 f)
.. X
-1 0 —— 1 g
X, DX]

Sekil 2.4.2 Iki boyutlu rasgele degiskenin tamm ve deger kiimesi ( X1(X) =X, Xo5(X)=X5)

Simdi, (Xq,X5)" nin dagilim fonksiyonunu bulalim. Dagilim fonksiyonu,

F:R?> — [0,1]
(X1, X2) = F (X, X2) = P({w: X1 (W) < xq, Xp(W) <Xp}) = P(X1 <X, X5 <X9)

seklindedir. (X, X,) € D i¢in fonksiyonun degeri,

F (%, Xp) = P({w: Xq(w) < xq, X5 (W) < X,})
= PH(x,y) eQ:x? <x,| Y|< D)
:P({(x,y)eQ:— X < X< X, —xzﬁylﬁxz})

(%)(2@ o

dir. Dy ={(X,X0) 1% <0, X, <0} olmak tizere (X, Xy) € Dy i¢in

F (X3, %) = P({w: Xq(W) <X, Xo(W) < X3})
=P{(x,y) eQ:x* <x,| y|< x}) = P(D) =0,

D, ={(%,Xp):% =1 veya X, >1} olmak iizere (X, Xy) € D, icin fonksiyonu degeri,

F (X, Xo) = Pw: X1 (W) <X, Xo(W) < Xo})
=PH(x ) eQ:x® < x| y|<x}) = P(Q) =1
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olarak elde edilmistir. Simdi Dg={(X,%):% =1ve0<x, <I} kiimesini tanimlayalim.

(%1, Xp) € Dy i¢in fonksiyonun degeri yandaki tarali bolgenin alaninin dértle biridir. Yani,

F (X, %2) = P({w: Xq (W) < xq, Xo (W) < %5})
=P({(x,y)eQ:0<x<1, —x, <y<Xxp})
:(2X2)/4:X2/2

dir.

Son olarak Djg ={(X, %) :0<x <1ve X, >1} olmak iizere (X,X,)e D3 i¢in F(X,X,) de

sekilde gosterilen dikdortgenin alaninin dortte biridir. Yani,
F(xq, %) = P ({w: Xg (W) < xq, X (W) <x5})
= I:’({(X, y)eQ:x><x, 0< ysl})
= P({(x,y)eQ:—\/géxé\/Z, 0< ygl})

4 2

dir. Buna gore, (Xq, X,)" rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu

F:R?> — [0,1]
0 , X <0veyax, <0
Xo\q . 0<x<1,0<x,<1
(Xl,Xz)—>F(X1,X2): X2/2 , Xlzl, OSXZ <1
X1/2 , OSX]_S]., Xzzl
1 , X]_Zl, X221
X2
A
_ V% D
F(xl’xZ)_T Dy | Fx,xy) =1 :
1
5 2
=X,\/x
D F(x;, x,) =X;\X; F(xl,x2)=72
0
D, F(xl,x2)=0
0 1 x]

Sekil 2.4.3 Ornek (2.4.3) de verilen iki degiskenli dagilim fonksiyonu
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seklinde olup ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
82F(x1 X) |77= » 0<% <lL0<x<1
f (X, X)) =———=—4~ =4 2,/X
(X, %2) 2%, 0%, N )
0 , diger yerlerde

seklinde elde edilir®
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