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2.5. Beklenen Deger

Bu kisimda, kitlenin onemli Ozelliklerinden rasgele degiskenlerin momentleri tizerinde
durulacaktir. X bir rasgele degisken g de tanim kiimesi reel sayilar olan herhangi bir fonksiyon
olmak tizere g(X) de bir rasgele degiskendir. X in olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu
verildiginde g(X) in de olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu da bulunabilir. Rasgele
degiskenlerin doniistimlerinin dagilimlarinin bulunmasi bir sonraki boliimde incelenecektir. Bu
kisimda, X in olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde rasgele degiskenin
momentleri lizerinde durulacaktir. Ayrica, momentler ile ilgili baz1 kavramlar da kisaca ele

alinacaktir.

Rasgele degiskenin beklenen degeri her zaman olmayabilir. Yani, I g(x) f(x)dx veya
DX

> g(x) f(x) degerleri sonluolsabile, [ [g(x)|f(x)dx (veya ¥ |g(x)|f(x) ) integrali (veya
Dx Dy Dx

toplami) sonlu olmayabilir. Boyle durumlarda rasgele degiskenin beklenen degeri yoktur diyecegiz.

Simdi, bunu bir 6rnek iizerinde gorelim.
Ornek 2.5.1 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,
P(X =x)=1/2" , x=1,2,3,...

olarak verilmis olsun (Oztiirk, 1993, sayfa 241). g(x) = (-1)*2*/x alindiginda

zg<x)f(x) z{< 1)X2J1 3 )

=1 X

olmasina ragmen,



219091109~ Z(1>X2 FEDI R
x=1

oldugundan g(X) rasgele degiskeninin beklenen degeri yoktur ©

X herhangi bir rasgele degisken ve Xje€R olsun. Eger her XeR igin
P(X2xg+X)=P(X <xg—x) ise X rasgele degiskeni X; noktasina gore simetriktir denir.

Herhangi bir X rasgele degiskeni C noktasina gore simetrik ise, E(X) =c dir (Biswal, sayfa 64).

Var(X) = u, — ,ulz olup X rasgele degiskeninin varyansinin pozitif karekokine X in

standart sapmasi denir. X in varyansi o2 ise standart sapmast o (o >0) dir.
Ornek 2.5.2 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu A >0 igin,
P(X =x)=e*2%/x!, x=0,1,2,3,...

seklinde verilmis olsun. Bu rasgele degiskenin beklenen degeri

e_’llx 0 /IX_1+1
. E(X)—XZOXP(X—x> zle<><—X> ZX LD Yoy
o ) ¥

1 (Xx=1)!

dir. Yani, E(X)=A dir. Ikinci moment ise (y = Xx—2 denirse),

—l X
1y =E(X?) = ZXZP(X—X)—Z(X+X(X _1) & ’1
x=0 x=0
0 —i X © —1 X —/1 X
=> X xi +Zx(x 1) /1 _E(X)+Zx(x 1) /1
x=0 :



0 X—2+2 0 X—2 0 /1y
=A+e*> =1+1%*Y A+A%et Yy =
x=2 (Xx=2)! x=2 (x—2)! y=0 y!

—A+1%e et = 1+ 22
seklinde bulunmustur. Rasgele degiskenin bu iki momentinden X in varyansi da
var(X) = gy — g =(A+ %) =12 =2

olarak bulunmustur ®

Bu fonksiyonlar kullanilarak da rasgele degiskenlerin momentleri hesaplanabilir. Ornegin, X

in moment ¢ikaran fonksiyonu My (t) varsa, X in momentleri

4
=E(X ——M
e =E(X%) e x (1)

t=0
sekilde moment ¢ikaran fonksiyonunun tiirevinden hesaplanir. Tiirev ile beklenen deger

operatorlerinin yer degistirebildigi varsayimi altinda, moment ¢ikaran fonksiyonunun K. tiirevi,

;’tkk X(t)—d—k( )=E[§t_ll((etxJ=E(Xketx)

olup, tirevde t =0 yazildiginda rasgele degiskenin k. momentinin

dk x®  =E(x*eX)| —E(XM-u

t=0 -

oldugu gortiliir.
Ornek 2.5.3 a) X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu A >0 igin

P(X =x)=e*2%/x!, x=0,1,2,3,...



olarak verilmis olsun. Bu rasgele degiskenin ilk iki momenti Ornek (2.5.2) de E(X)=

E(X 2) = A+ A% olarak hesaplanmisti. Bu rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu (e*

fonksiyonunun Taylor serisi agilim1 kullanilarak),

_ e A _ t t
My (t) = E('X) = Zetx e Z [CEM ) ISV IVI VTG
x=0 !
olup rasgele degiskenin birinci momenti,

dMy () _d ( /1(e—1))
dt dt

=1
t=0

= E(X)=

_ (ﬂetel(et—l))

t=0 t=0

ve ikinci momenti,

2 2
1y = E(X?) :dM—>2<(t) _ d_2 (eﬂ(et—l)) :di(/l ol ghle —1))
dt t=0 dt t=0 t t=0
:[/1 el et (D) 4 52 o2t el(et_l)} =2+ 22
t=0

seklinde hesaplanabilir. Bu moment ¢ikaran fonksiyonu kullanilarak, rasgele degiskenin diger tiim

momentleri, kK e N ler i¢in

d uy
= 2| gy + 2K
Hk+1 (ﬂk di j

seklinde ardisik olarak bulunabilir. Simdi, bu bagmntinin dogru oldugunu goérelim. Bunun igin

matematiksel tiimevarim yontemi kullamlabilir. Once, k=1 i¢in esitligin sol tarafi

u, =E(X 2) = A+ A2 dir. Esitligin sag tarafi ise,

da
olup bagint1 k =1 i¢in gegerlidir. Matematiksel tiimevarim geregi, esitligin K i¢in dogru oldugunu

l(/,l1+%j:ﬁ(/1 M) A(A+D) =2+ A2

varsayarak k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Esitlik K i¢in dogru ise, moment ¢ikaran

fonksiyonunun tiirevinde t =0 yazilarak momentlerin elde edildigini de gbz 6niine alarak

dﬂk(t)j
dA

M () = ﬂ(#k (t)+

yazalim. Buradan, K +1 i¢in esitligin sol tarafi

dk+2 d d|(+1 d d t
M) =5z Mx = dt( T x()] - (#ca(®) = dt{ﬂ(uk(m—‘ék;)ﬂ



_.(d d dgg () d o dy(® ) d 24 (1)
_i(dt#k(t)ert—dﬂ, j_ﬁ(ﬂkﬂ(thdl—dt j—/l[/ukﬂ(t)‘*‘—dl j

seklinde yazilir. Burada t =0 yazildiginda esitlik k+1 igin,

d 2 1j
= 2| pyeq + L
Hk+2 (ﬂk+1 di

olup iddia k +1 igin de dogrudur. Yani, iddia her k i¢in dogrudur.

b) Negatif degerler almayan kesikli bir X rasgele degiskeninin beklenen degeri varsa, bu

beklenen degerin

E(X)= i P(X >n)

n=0

seklinde hesaplanabilecegini gorelim. Sag taraftaki serinin agik olarak yazilmasi ile

i P(X>n)=P(X>0)+P(X>1)+P(X >2)+P(X >3)+...
n=0
=P(X=D)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+...
+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+...
+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+...

=1P(X =1)+2P(X =2)+3P(X =3)+4P(X =4) +...

=§:XP(X=X)=§:XP(X=X)=E(X)

x=1 x=0
seklinde aranan esitlik elde edilir.

Negatif olmayan degerler alan siirekli bir X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(X)

olsun. X rasgele degiskenin beklenen degeri varsa,

E(X)= T(l— F(x))d x
dir (Oztiirk, 1%93) @

Bir rasgele degiskenin varyansi, ortalamadan (beklenen deger) sapmasinin karesinin beklenen
degeridir. Tamim (2.5.2) de bir rasgele degiskenin varyans1 Var(X)=E(X — ,u)z olarak

tanimlandi.Bu varyans genellikle Var(X)=E(X 2) —(E(X ))2 hesaplanir. Yani,

2
Var(X) = i — i = E(X?)~(E(X))" = E(X - )°
dir. a,beR olmak tizere g(X)=ax+b fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan kesikli g(X)

rasgele degiskeninin beklenen degeri (siirekli durumda toplam sembolleri yerine integraller gelir),

5



E(g(X))=E(@X+b)= > (ax+b)P(X =x)

Xe DX

—a Y xP(X=x)+b ¥ P(X=x)=aE(X)+b
XGDX XGDX
ve

Var(g(X)) =Var(a X +b) = E((aX +b)—E(aX +b)* = E(aX +b—aE(X)—b)?
—E(a(X - u))* =a? E(X — u)? =a?Var(X)
dir. Yani bir rasgele degiskenin lineer birlesiminin beklenen deger ve varyansi a,b R olmak
iizere, E(aX +b)=aE(X)+b ve Var(aX +b) =a?ar(X) dir.
Buraya kadar bir boyutlu rasgele degiskenlerin beklenen degeri incelendi. Simdi, bilesenleri
X ve Y olaniki boyutlu rasgele vektoriin ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (X, y)
olsun. Marjinal olasilik fonksiyonlarindan E(X), E(Y), Var(X) ve Var(Y) degerleri

hesaplanabilir. Ayrica, X ve Y ayni 6rnek uzay tizerinde tanimli rasgele degiskenler, g de R?
den R ye taniml bir fonksiyon olmak tizere g(X,Y) tek boyutlu bir rasgele degiskendir. Buna
gore E(g(X,Y)) beklenen degeri varsa, bu beklenen deger

[ ] ooy feoyydydx X sirekli

E(g(X,Y)) — XEDX yEDY o
DD g Y)P(X=xY=y) , X kesikli
xeDy yeDy

seklinde hesaplanir.




X ile Y arasindaki kovaryans genellikle Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) seklinde
hesaplanir.

Ornek 2.5.4 a) Bilesenleri X ve Y olan iki boyutlu bir rasgele vektoriin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

ey , 0<x<y<w
f(xy)= g
0o , dy.
olsun. X ve Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,
e * x>0 ye Y y>0
fy (X)= ’ ve fy(y)= ’
X {O , d.y. Y 0 , d.y.

dir (Ornek (2.4.1b)). Marjinal olasihik yogunluk fonksiyonlarindan E(X)=1, Var(X)=1,
E(Y)=2, Var(Y)=2 elde edilir. Ayrica,

E(XY)= T JX xye_ydxdsz yey[} dx}dy
y=0x=0 y=0 x=0

o¢) 2 © I

= ye_y(y_dezl yse_ydy:w:izs

y£0 2 2y£0 2 2

olup X ile Y arasindaki korelasyon

_ Cov(X,Y) _ E(XY)—E(X)E(Y)=3—(1)(2) :i
Jar(X)var(y)  Nar(X)var(Y) JO@ 2

olarak hesaplanmistir.

PXY

b) X ile Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 , O<x<l x<y<x+1
0, d.y.

olarak verilmis olsun (Casella ve Berger, 2002, sayfa 170). Dy =[0,1] ve Dy =[0,2] olmak iizere

f(X,Y)={

marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

y , O<y<1
1 , O<xxl1
fy (X)= ve fy(y)=<2-y , 1<y<2
0 , d.y.
0 , d.y.
dir. Burada, X rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
x+1
fx(x)= [ dy=1
y=X

ve Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu da,



y 1
O<y<ligin fy(y)= [ dx=y vel<y<2igin fy(y)= [ dx=2-y
x=0 x=y-1

olarak hesaplanmistir. Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarindan, X ve Y nin beklenen deger

ve varyansl

E(X)=1/2, Var(X)=1/12, E(Y)=1 veVar(Y)=1/6

dir. Diger taraftan,

1 x+1 1
IS 1

E(XY)= [ [ xydydx=2 | x((x+1)2_x2)dx=l
x=0 y=x 2,2 12

olup, X ile Y arasindaki korelasyon
7 1y 7.6
__ Cov(X)Y) _EXY)-E(X)E(Y) 12 27 12 12 1
Nar(X)var(Y)  Nar(X)var(Y) \/11 11 2

12 6 126

PXY

dir.
c) (Q,U,P) bir olasilik uzayt olsun. A,Bell icin P(A)=0.5 P(B|A)=04 ve
P(AUB) =0.8 olmak lizere, X ve Y rasgele degiskenleri

X Q>R Y Q>R

W—>X(W)={; ’ x:2 W—)Y(W)={

1 , weB
0, wegB

seklinde tanimlansin. Her iki rasgele degiskenin deger kiimesi aymdir ( Dy =Dy ={0,1}). Buna

gore, X in olasilik fonksiyonu,
P(X =1)=P(A)=0.5ve P(X =0)=P(A®)=1-0.5=0.5
den,
P(X =x)=(0.5)*(0.5)"% , x=0,1
seklinde yazilabilir. Y nin olasilik fonksiyonu igin
P(AnB)=P(A)P(B|A)=(0.5)(0.4)=0.2
oldugundan B olayinin olasiligi,
P(B)=P(AuB)-P(A)+P(AnB)=0.8-0.5+0.2=05
seklinde olup, Y nin olasilik fonksiyonu da aynidir. Yani,

P(Y=1)=P(B)=05 ve P(Y=0)=P(B®)=1-05=05



olasiliklarinin hesabindan, Y nin olasilik fonksiyonu
P(Y =y)=(0.5)Y(0.5)Y,y=01

seklinde bulunur. Yani, X ve Y nin olasilik fonksiyonlar1 aynidir. Ayrica,
P(X =0,Y =0)=P(A°"B®)=1-P(AUB)=1-0.8=0.2
P(X =0,Y =1)=P(A°"B)=P(B)-P(AnB)=0.5-0.2=0.3
P(X =1Y =0)=P(AnB°)=P(A)-P(AnB)=0.5-0.2=0.3
P(X=1Y =1)=P(AnB)=0.2

olasiliklarindan ortak olasilik fonksiyonu da,

Y/X | 0 1
0 0.2 0.3
1 0.3 0.2

seklinde bulunmustur. Buradan,

1 1
E(XY)=> > xyP(X=xY =y)=P(X =LY =1)=0.2
x=0y=0

olup X ile Y arasindaki korelasyon

_ Cov(X,Y) _E(XY)-E(X)E(Y) 02-(05)(05) -005_ 1
Nar(X)var(Y)  Nar(X)var(Y)  J(025)(0.25) 025 5

dir. X ve Y ayni olasilik fonksiyonlarina sahiptir ancak bagimsiz degildir &®

PXY

Ornek 2.5.5 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu A >0 igin



P(X =x)=e*2%/x!, x=0,1,2,3,...

olarak verilsin. Moment ¢ikaran fonksiyonu yardimu ile ilk ii¢ moment ve merkezi momentler,
E(X)=A4, E(X?)=1+4% ,E(X-w)?=4, E(X3)=1%+31%2+21
E(XX-u)®=1, E(X-w)*=312+1 ve Var(X)=21

olarak hesaplanmistir. Buradan da ¢arpiklik ve basiklik katsayilar1 sirast ile,

CEXX-w)® 21

4 YT = NG

_EX-wt a3 1
m= Z R )

o
dir®

Cok degiskenli dagilim fonksiyonlarindan (Kisim (2.4)) kosullu olasilik fonksiyonlar1 ve
buradan da kosullu beklenen deger bulunabilir. Ornegin, Xj,..., X Ve Y rasgele degiskenlerinin
ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(X,...,X,Y) olsun. X;=Xp,..., X\ =X

verildiginde Y rasgele degiskeninin kosullu olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu

fQY X, %) olup Xq =X, Xo =Xo,..., X =X verildiginde Y nin kosullu beklenen degeri
ECY I Xy =%, Xo =Xg,000s Xy = X) = I y F(y X x)dy
yeDy

dir (Y kesikli ise formiilde integral yerine toplam sembolii gelir). Bu kosullu beklenen deger

X1, -+ X Nin bir fonksiyonudur. Yani,
ECY | Xy =%, X =X ) =h(Xg, -, X))

dir. Bir degiskenin diger degiskenler iizerine regresyonu (burada Y nin Xq,..., X| ler iizerine

regresyonu) bu kosullu beklenen degerdir. Regresyon konusu kitabin son boliimiinde ayrintili

olarak incelenecektir. Buradaki h(Xg,...,X.) fonksiyonu X,...,X, lerin lineer birlesimi ise

regresyon, linner regresyon denklemi, degilse linecer olmayan regresyon denklemi adii alir.

Kosullu beklenen deger E(Y | X; =Xq)=h(X;) ve h(X;) =a+bXx; seklinde ise regresyona basit
dogrusal regresyon denir.

Teorem 251 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonu f (x,y) olmak iizere,

10



E(E(X|Y)=E(X) ve Var(X)=EMar(X|Y))+Var(E(X]Y))
dir.

Ispat: Ispati siirekli durum igin yapalim (kesikli durumda integraller yerine toplamlar gelir). X

ve Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(X,y) ise, Y =y verildiginde X in kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu f(X|y) olsun. Buradan kosullu beklenen deger,

E(E(X V)= [ E(XIY=y)f(Ndy=| [ | xf(x|y)dx}fy(y>dy

yeDy yeDy \ xeDy

f(x,y)
= f fy (y)dy |dx = —2 77 £ (y)dy |d
j X[ I (x[y) fy (y) Y} X f X[ j f () v (Y) y} X

xeDy yeDy xeDy yeDy

= I x{ _[ f(x,y)dy]dX= I xfy (X)dx =E(X)

xeDy yeDy xeDy
seklinde bulunur. Varyansin tanimindan, X in varyansi
2
Var(X) = E([X —E(X)I’) = E([X —E(X |Y)+E(X |Y)—E(X)I")

—E([X —E(X [)2)+EE(X |Y)=E(OP)
+2E(([X —E(X [Y)DIE(X [Y)-E(X)])

olarak yazilabilir. Bu ifadedeki son terim sifirdir. Bunu gorebilmek igin,
E([X —E(X I][EX [Y)-E(X)])=E(E{[X —E(X I)][E(X [Y)-E(X)]})

esitligini yazalim. Kosullu dagilimdaki X |Y ve X rasgele degiskenler olup E(X |Y) ve E(X)

sabittir. Dolayist ile,

E(E{[X ~EX M][EX 1) -ECO]})

(EXIV)-EX))(E{[X -EX I)]IY})
=(E(X|Y)=E(X))(E(X|Y)-E(X]Y))=(E(X|Y)-E(X)).0=0

elde edilir. Buradan, E((X —E(X |[YDIE(X |Y)—E(X)])=E(0)=0 olup

E([X —E(X |Y)]?) = E(E{[X —E(X |Y)]?|Y}) = E(Var(X |Y))
ve

E([E(X |Y)—E(X)]?) =Var(E(X |Y))
oldugundan,

11



Var(X) = (X - E(X [Y)F) + ECE(X |Y) ~E(X)]%)
=E(Var(X |Y))+Var(E(X|Y))
seklinde aranan esitlik elde edilir ¢
Teorem 2.5.2 X ve Y herhangi iki rasgele degisken, g de tanim kiimesi reel sayilar olan

herhangi bir fonksiyon olmak {izere,
min E([Y ~g(X)P)=E(Y —E(Y |X)]?)
dir.
Ispat: Kolayca goriilecegi gibi,
EQY —g(X)I?) = EQY —E(Y [ X)+E(Y [X)-g(X)I*)
=E([Y —E(Y [ X)) +E(E(Y [X)-g(X)]?)
+2E(IY —E(Y [X)] [ECY [ X)-g(X)])
olup son terim sifirdir. Dolayisi ile,
E(Y — g(X)I?) =E(IY —E(Y | X)]?) + E(E(Y | X) - g (X))
>E([Y —E(Y |X)]%)
olup g(X)=E(Y | X) oldugunda esitlik saglanir ¢

Ornek 2.5.6 a) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

-y
f(x,y)={eo ) 3§X<y<oo

olsun. X =X verildiginde, Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

—(y—x)
e , X
f(y|x)= y=
0 , d.y.

seklinde olup Y nin kosullu beklenen degeri,

E(YVIX=x)= [ yf(yl)dy= [ ye U dy=e* [ yeVdy
y=X y=X y=X

o0
= e¥ [—e_y - ye_y‘ jzex (e‘x +xe‘x)= x+1
y=X

dir.
b) X ve Y nin ortak olasilik fonksiyonu Xx=0,1,2,....,.n, y=0,1,2,...,n ve X+y<n igin,

f(x, y)z( 07 03 (1-0,-0,)" "

x,y,n—x—yj
12



olarak verilmis olsun. Burada,

n B n!
X, y,n=x—y) xlyl(n—x—y)!

dir. X rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu x=0, 1, 2, ...,n igin,

n—x n Nl
fe )= f(x,y)=| [0F@-0)"*=—0X1-0,)"*
x (X) yZ:%) (xy) (x] 1(1-61) NTET 1(1-61)
olup X =X verildiginde Y nin kosullu olasilik fonksiyonu da
y n—x-y
n—-x\ @ 1-6,-6
fyl=t0Y z —~ y=012,..,n—x
fx (%) y \1-6; 1-0;

olarak bulunur. Buradan, X =X verildiginde Y nin kosullu beklenen degeri

EVIX=X)=3 yf(y[0)=3 yP(Y =y|X =X)

y=0 y=0

_nz—:Xy n-x\( 62 Y (1-01-6,) " (n-x)0, no, 0, s X
y=0 y 1—91 1—01 1—91 1—91 1—91

olur. Burada, a=né,/(1-6;) ve p=-6,/(1-6,) dir.

c) X ve Y kesikli iki rasgele degisken ve ortak olasilik fonksiyonlar1 h(X,y) olsun.
E(Y| X=x)=a+bx ise a ve b degerlerini bulmak isteyelim. X ve Y kesikli rasgele
degiskenlerinin marjinal olasilik fonksiyonlar1 f(X) ve g(y) olmak iizere, X =X verildiginde Y

nin kosullu beklenen degeri

E(VIX == X yh(y10= X y(“ﬁx('xﬁ)}zamx
yeDy yeDy

dir. Bagska bir ifade ile,

Y. yh(x,y) =(a+bx) f(x)
yeby

dir. Diger taraftan,

EYV)= > ya(y)= >, y{ >, h(x,y)} >, [ >, yh(x,y)}

yeDy yeDy xeDy xeDy \ yeDy
= > (a+bx)f(x)=a+bE(X)
xeDy

dir. Benzer sekilde X ile Y arasindaki korelasyon p olmak iizere,
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pVar(X)Var(Y) + E(X)E(Y) =E(XY) = > X (xy)h(x.y)= X XL 2 yh(x,y)}

xeDy yeDy xeDy | yeDy
= ¥ x(a+bx)f(x)= ¥ (ax+bx?) f(x)=aE(X)+bE(X?)
xeDy xeDy

=aE(X)+b(Var(X)+[E(X)]?)
esitligi yazilabilir. Bu iki esitlik, E(Y) =a+bE(X) ve

pWar(X)Var(Y) +E(X)E(Y) =a E(X)+b(Var(X)+(E(X)2))

seklinde yazildiginda iki bilinmeyenli iki denklemin ¢6ziimiinden,

o600y J500 e o of T

bulunur @
Teorem 2.5.3 X ve Y herhangi iki rasgele degisken ve a,b € R olsun. Buna gore,

a) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)
b) Var(aX +bY) =a?ar(X)+b?ar(Y)+2abCov(X,Y)
dir.
Ispat:Kesikli durumu gdz dniine alalim (siirekli durumda toplam yerine integral gelir).

a) Beklenen degerin tanimindan aranan esitlik

E(@X +bY)= > > (ax+by)P(X=xY =Yy)

xeDy yeDy
=a ) x Yy PX=xY=y)+b > > yP(X=x)Y=y)
xeDy yeDy xeDy yeDy
=a Y, xP(X=x)+b > yP(Y=y)
xeDy yeDy
=aE(X)+bE(Y)

seklinde gosterilmis olur. Bu da Teoremin (a) kismini tamamlar.

b) Varyansin taniminda E(aX +bY) in yukaridaki degeri yerine konursa,

Var(ax +by) = E([(ax +bY)—E(aX +bY)]2) - E([a(x “E(X)) +b(Y - E(Y))]Z)

=a?E([X —E(X)]?) +b?E([Y —E(Y)I*) +2abE([X —E(X)ILY —E(Y)])
=a?Var(X)+b?Var(Y)+2abCov(X,Y)

seklinde aranan sonug elde edilir ¢
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2.6. Uretici Fonksiyonlar

Bu kisimda, rasgele degiskenlerin beklenen degerine bagli bazi iiretici fonksiyonlar ve bunlarin
kullanildig1 yerler {izerinde durulacaktir. Bunlardan, moment ¢ikaran fonksiyonu ile karekteristik

fonksiyon bir dnceki kisimda tanimlanmusti.

1. Moment Cikaran Fonksiyonu:

Bu fonksiyonun tanimi bir dnceki kisimda (Tanim(2.5.3a)) verildi. X in moment ¢ikaran
fonksiyonu, te R i¢in My (t) = E(et X) dir. Moment ¢ikaran fonksiyonu yardimi ile var olmasi

halinde herhangi bir rasgele degiskenin biitiin momentlerinin hesaplanabilecegini biliyoruz. Ayrica,

rasgele degiskenin biitiin momentleri biliniyorsa, rasgele degiskenin olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonuna ihtiya¢ duyulmadan moment ¢ikaran fonksiyonu da bulunabilir. My (t) = E(et X)

oldugundan beklenen deger ile sonsuz toplamin yer degistirebildigi varsayimi altinda, etX

fonksiyonunun Taylor serisi agilimindan moment ¢ikaran fonksiyonu,

0 k o +k
Mx(t):E(etX):E(Z%]: Z%E(Xk)
k=0 ' '

k=0
seklinde de ifade edilebilir. Yani, rasgele degiskenin biitin momentleri ile moment g¢ikaran
fonksiyonu arasinda bir iligki de vardir. Ancak, buradaki gecisin yapilabilmesi i¢in sonsuz toplam
ile beklenen deger operatdriiniin yer degistirebilir olmasi gerekir. Benzer durum, moment ¢ikaran
fonksiyonundan momentlere gecis i¢in de vardir. Orada da beklenen deger operatorii ile tiirev
operatorlerinin yer degistirebilmesi varsayimi yapilir. Bu yer degistirebilme varsayimlar

momentlerin var olmasindan dolay1 genellikle saglanir.

Ornek 2.6.1 a) X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

—X
F(x)= e , x>0
0 , d.vy.

olarak verilmis olsun. X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu, t <1 igin

0

My (0 =E)=[e™ f(9dx=[eXe X ax= [e X D Le 0D — L.
0 0 0 x=0

dir. Rasgele degiskenin momentlerinin

dk
SMx @) =ECe)| =B =

t=0
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seklinde hesaplanabildigini bir o6nceki kisimdan biliyoruz. Moment ¢ikaran fonksiyonunu
kullanarak, bu rasgele degiskenin beklenen deger ve varyansini bulalim. Birinci moment, yani

rasgele degiskenin beklenen degeri,

1 d 1
x(t)——:>— x ()= s=E(X)=—Mx ()| = -1
1-t dt dt 0 (1—t)2 0
olup ikinci momenti de
1 d? o d? 2
x(t)——:> My (t) = s> E(X)=—Mx@t)| = -2
-t dt? (1— ) dt2 o -1,

dir. Dolayzst ile, rasgele degiskenin varyans1 Var(X)=E(X 2) —(E(X ))2 =2-1=1 dir.

b) Herhangi bir X rasgele degiskeninin biitiin k e N igin E(X I‘) = 2Kk olarak verilsin. Bu

rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu i¢in yukaridaki formiilde E(Xk) = 2Kk!

yazildiginda moment ¢ikaran fonksiyonu, t < (1/2) olmak iizere,

My )= EEX)=E| 3 X0 $ g ftk(zkk') S (@) -
X k=0 K! k=0 K! k=0 1—2t

olur. Aslinda, bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 —Xx/2 X>0

0 , dud.

seklinde verilmis ise, bu rasgele degiskenin K. nci momenti

f(x) =

E(X¥)= [ x*f (x)dx=% | xke‘X/zdx=%F(k+1)2k+1 = 2Kk1
0 0

ve moment ¢ikaran fonksiyonu da t < (1/2) olmak iizere

© 1% _ 1% _ _ 1 1
My (t) = E@X) = [e™f (x)dx == [e™e ¥ 2dx == [ e *(05 gy = -
x (W) =EE) !, ®) 2({ 2({ 2(@/2)-t) 1-2t

dir®

2. Kiimiilant Ureten Fonksiyonu




X rasgele degiskeninin moment c¢ikaran fonksiyonu (dolayisi ile, kiimiilant iireten
fonksiyonu) bilindiginde X in n. kiimiilant1
d n
KI’] :—nln(Mx(t))
dt (-0

formiili ile bulunur.

Ornek 2.6.2 X rasgele degiskeninin kiimiilant iireten fonksiyonu

olup birinci kiimiilant degeri
d M (t)
Ky =—In(My (t e I 1
1 dtn( X())t:O My ()| o (X)
dir. Ikinci kiimiilant degeri de,
' : 2
02 My OMx (M (©)) ) )
Ky =—=In(M = =E(X°)-(E(X)) =Var(X
277 n( ><(t))t:O MO (X9)=(E(X))" =Var(X)

t=0

dir. Tiirevler ardisik olarak devam ettirildiginde {igiincii ve dordiincii kiimiilantlarin,

Kg = E(X3)=3E(X2)E(X)+2(E(X))®
Ky = E(X") —4E(X3)E(X)-3(E(X ) +12E(X %) (E(X))* -6(E(X))*

seklinde oldugu goriliir. X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu A >0 i¢in

P(X =x)=e*2%/x!, x=0,1,2,3,...

A(e'-1)

seklinde verildiginde, X in moment ¢ikaran fonksiyonu My (t) =€ olup kiimiilant iireten

fonksiyonu,

n

K., (t) :d—ln(Mx (t))ziln(e/l(et_l)):/let
ATy dt"

dir. Buradan kiimiilantlar biitiin n € N ler i¢in,
d n
Ko == In(Mx (©) —2el| =2
t

t=0

dir. Yani, bu rasgele degiskenin biitiin kiimiilantlar1 aynidir ©
3. Carpimsal Moment Ureten Fonksiyonu

Bu fonksiyonun tanimi da bir 6nceki kisimda (Tanim (2.5.3¢)) verildi. X rasgele degiskeninin

olasilik fonksiyonu, f(X) olmak iizere, X in ¢arpimsal moment iireten fonksiyonu te R i¢in
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Ny (t) = E(tx) dir. Rasgele degiskenin ¢arpimsal iireten fonksiyonu verildiginde carpimsal
momentler,
d“Ny (1)

k

t=1

E(X (X =1)(X =2)...(X —(k+1))) =

seklinde hesaplanir.
Ornek 2.6.3 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu A >0 icin

P(X =x)=e*2%/x!, x=0,1,2,3,...

olarak verilmis olsun. Bu rasgele degiskenin ¢arpimsal moment iireten fonksiyonu,

CenXy 2 X N R L - (7)) L TSP TS
Ny @)=E(t")= D t"P(X=x)=e" > t"—=e"> ——=¢e"e" =¢

x=0 x=0 X!
olup ¢arpimsal momentler,

E() =2 Nk ©

:ﬂeﬂ,(t—l)‘ )
t=1

t=1
Ly 92 _ 20| _ 2
E(X(X-D)=—5 Ny (t) =2%e ‘ =2
dt t=1
t=1
d* K A1 k
E(X (X —1)(X—2)...(X—(k+1)))=d—kNx(t) = Ak At L =A
t =

t=1
seklindedir ©
4. Karekteristik Fonksiyon

Karekteristik fonksiyonun tanimi da daha once (Tanim (2.5.3b)) verildi. Karekteristik
fonksiyon, iiretici fonksiyonlar icinde 6nemli bir yer tutar. Bir rasgele degiskenin moment ¢ikaran

fonksiyonu bazen olmayabilir. Ancak, karekteristik fonksiyonu her zaman vardir. Ayrica,
karekteristik fonksiyon biliniyorsa, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu bulunabilir. i = /-1
olmak tizere, X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu te R i¢in ¢y (t) = E(eitx ) dir.

Daha agik olarak, X in karekteristik fonksiyonu

> e™P(X =x) , X kesikli
xeDy
[ e™f()dx , X strekli

XEDX

oy () =E(e'"*) =

dir. X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu ¢y (t) ise momentler (var olmasi halinde),
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k
B0 = hx O

t=0

formiilii ile hesaplanir.

Ornek 2.6.4 X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu S >0 igin

f(X):{(ll,B)e_X/ﬁ . x>0
0 , d.y.

seklinde verilmis olsun. X in karekteristik fonksiyonu,

¢X (t) — E(eltX) — %‘([eitxe—X/ﬂdX — %J.e—X(l—itﬂ)/ﬂdX — (1—|t,8)_1

o L@-itp)® )|,

425,
o 1-itp)°

dir. Rasgele degiskenin varyansi da Var(X) = E(Xz)—(E(X))2 = 2,32 —,82 :ﬂz dir®

olup ilk iki moment,

E(X)=i%¢x ®

2 _i o2
E(X )—idt2¢x(t) =2p

Ornek 2.6.5 X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x)z1 1
T 1+X

xelR

2 )
olarak verilmis olsun. Bu rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu tanimh degildir. Oysa,

X in karekteristik fonksiyonu Euler formiilii olarak bilinen eltx =cos(t x) +isin(tx) esitligi

kullanilarak bulunabilir. X in karekteristik fonksiyonunu,

cos(t x) +i sm(tx) dx

i 1% itx 1
¢x(t>=E<e‘X)=;_jwe‘ [H jd .

l+x

T 1+ x2

1% cos(tx) s T Sin(tX) dx T hl(X)dX+_ J' ho(X) dx= 1y + 15
T

—OO

seklinde yazilalim ve |; ve |, degerlerini hesaplayalim. Once,

sin(-tx) _sin(t x)
1+ (—x)2 1+x°

ha(=x) = —h2(x)

oldugundan h,(X) fonksiyonu tektir. Tek bir fonksiyonun simetrik bir bolge tizerinden integrali de

sifirdir. Yani,
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_i J- sm(tx) dx = 0
1+ x2

dir. Benzer sekllde
cos(—t x COS tXx
(1) _oost)_y o
1+(— x) 1+ X2
oldugundan h4(x) fonksiyonu ¢ifttir. Buna gore, karekteristik fonksiyon,

hy (—x) =

2 2

¢x(t):E(eitx):lof cos(tx) . Icos(tx) dx - et
T, 1+X ”0 1+x

olarak bulunur (Billingsley, 1986) @

Karekteristik fonksiyonunun olasilik teorisinde 6nemli oldugunu belirtmistik. Simdi, bu

fonksiyonun 6zelliklerinden bazilarini kisaca hatirlayalim.

a) herhangi bir X rasgele degiskeni, 6rnek uzaydan reel sayilara giden reel degerli bir
fonksiyondur. Reel degerli bir X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu,
eltX =cos(t X)+isin(t X) gibi kompleks degerli bir rasgele degiskenin beklenen degeridir.
Ayrica,

| |=| cos(t X)+isin(t X)|=1 ve j|e'tX|f(x)dx_ j f(x)dx=1

— 0 — 0
dir.

b) ¢y (0) =1 oldugu agiktir.

o) Igx ©)] =|EE'*)| < E(e*|) =1
olup her t e R igin | gy ()| < ¢y (0) dur.

d) z kompleks bir say1 olsun ( yani a,beR i¢in z=a+ib ve z nin kompleks konjugesi

Z =a—ib dir). Herhangi bir X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu ¢y (t) olmak iizere,

oy (-t)= E(e_itx) = E(cos(t X) —isin(t X)) = E(cos(t X)) —i E(sin(t X)) = ¢ (t)

dir. Yani, ¢y (t) karekteristik fonksiyonu Hermitian ézelligine sahiptir.

e) X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu ¢y (t) ise a,beR olmak iizere

Y =b+a X nin karekteristik fonksiyonu da

¢Y (t) — E(eItY) :E(eit(b+aX)) :eitb¢x (at)

seklindedir.
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f) Bir rasgele degiskenin karekteristik fonksiyonu ¢y (t) biliniyorsa, dagilim fonksiyonu da

bulunabilir. Asagidaki teorem bunu ifade etmektedir.

Teorem 2.6.1 Herhangi bir X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(X), karekteristik

fonksiyonu da ¢y (t) olsun. h pozitif bir say1 olmak iizere F(X) nin siirekli oldugu yerlerde,

Fix+h)-F(x) 1 T e 't*—e 0N
h 27 ith

¢ () dt

ve
F(x) == T e 1 Xg(t) dt
27 -
dir (Billingsley, 1986, sayfa 357) ¢

Ornek 2.6.6 a) Karekteristik fonksiyonu, ¢y (t) = e olan X rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonunu bulalim. Bunun i¢in, c0S(X) = (ei X e X)12 esitliginden X in olasilik

yogunluk fonksiyonu (Teorem (2.6.1))

1 %2 1 %2 iy 119 iy O o
fx)=— [ e g ()dt=— [ e e Ttdt=—| [ e ™ tdt+ [e e tdt
(x) 5 IOO oy (1) 2”_{)0 o _foo +£

7Z-_
:%{je”xe dt+ [e e dt}:%{je‘t (e”x +e‘“x)dt}
0 0 0

1% —t 1 —t 0 X ¢ —t .
==e cos(tx)dx:—(—e cos(tx)‘ j——je sin(t x) dx

1 X% i . 1 x*| et , . "
==(0+1)-=[e 'sin(tx)dx==—— (xsin(t x)—cos(t x)

T Ty T 7|14 x2 ‘-0

1 ,(1 1 1 G 1 1
T T1+X T 1+ X T1+X

seklinde bulunur. Yani, X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu X € R igin,

=12

T 1+X

2

dir.
b) X rasgele degiskeninin karekteristik fonksiyonu #€R ve o >0 i¢in,

by (€) = & W12 eyt 2621 2)

olarak verildiginde yine Teorem (2.6.1) den olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in
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o0 . © . 2 2
f(x)=i [ e7gy (t)dt:zi | e—"Xexp(iyt—t%jdt
o T

- —0o0

o 262 1252
=— [ exp ————(lx—ly) dt
oo 2 20°

1 @ 2 iX—| ix—i V| o2 (ix—iu)
=— [ exp ~Z 1%+ 2t A+ A1+ A1 |t
272'_00 2 0'2 0'2 2 02

el Tl 7]

ifadesi elde edilir. Bu son ifade,

u:a[t+[lx_2wjj:>dt:d—u
o (o}

doniisiimii ile,

1 _(x= u)z 1 T g, L _x=p?
f(x)_\/ﬂaexp( J\/_ j e du = \/ﬁanp[ 22 }

haline gelir. Yani, X in olasilik yogunluk fonksiyonu, X € R i¢in

1 _(x=p)?
f(x)_\/ﬂaexp[ P! J

dir.
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