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RASGELE DEGISKENLERIN DONUSUMLERI VE DAGILIM
FONSIYONLARI

3.1. Tek Degiskenli Donusiimler

Bir onceki bolimde, rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlari, olasilik veya olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 ve momentlerine iliskin bazi 6zellikleri incelendi. X bir rasgele degisken

ise, X in herhangi bir fonksiyonu da bir rasgele degiskendir.

(Q,U,P) bir olasilik uzayr, X de Q iizerinde tanimh bir rasgele degisken olsun. Reel
sayilardan reel sayilara giden bir fonksiyon da g (g :R —R) olmak iizere, g X fonksiyonu da
Q dan R ye giden bir fonksiyondur (9o X:Q—>R). Yani, X bir rasgele degisken ise, g° X

bileske fonksiyonu da ayn1 drnek uzay iizerinde tanimli bir rasgele degiskendir (Oztiirk, 1993, sayfa
139 ve Ash, 1970 sayfa 58). X:Q—>R, g:R—>R ise goeX:Q—>R olup,

(9o X)(W)=9g(X(W)) dir. Bu bileske fonksiyon sematik olarak asagida Sekil (3.1.1) de

gosterilmistir.

Sekil 3.1.1 Rasgele degiskenin doniisiimii

Ikinci boliimde, rasgele degiskenleri kesikli ve siirekli olmak iizere iki gruba ayrrmistik. g o X
de bir rasgele degisken olduguna gore, bu rasgele degisken de kesikli ya da siirekli olabilir. Ancak,
X kesikli ise, go X kesikli veya siirekli olabilir. Benzer sekilde, X siirekli ise go X de kesikli

veya siirekli olabilir. Ornegin X , deger kiimesi Dy =[0, 2] olan siirekli bir rasgele degisken, R
den R ye bir g fonksiyonu da
1, xe[01)
9(x) =
2 , xe[12]
seklinde tanimlandifinda g X , deger kiimesi Dg.x = {1,2} olan kesikli bir rasgele degiskendir.
Bu kitapta aksi belirtilmedikge, X kesikli ise go X de kesikli, X siirekli ise go X de siirekli

rasgele degisken olarak ele almacaktir. Ayrica, go X rasgele degiskeni kisaca g(X) ile



gosterilecektir. Bu boliimde, herhangi bir X rasgele degiskeninin olasilik veya olasilik yogunluk
fonksiyonu verildiginde g(X) gibi rasgele degiskenlerin olasilik veya olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin bulunma yontemleri tartisilacaktir.

Kesikli rasgele degiskenlerin doniisiimlerinin olasilik fonksiyonlarinin bulunmasi kolaydir. X
kesikli ise, g(X) in de kesikli oldugunu diisiiniirsek, Y =@g(X) rasgele degiskeninin olasilik
fonksiyonu i¢in, her y € Dy i¢in P(Y =) olasiliklarinin dogrudan hesaplanmasi en kolay yoldur.

Bunu asagidaki 6rnek iizerinde agiklayalim.
Ornek 3.1.1 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

X=x |-2 -1 0 1 2
PX=x) |[1/5 1/5 15 1/5 1/5

seklinde verilmis olsun. Dy ={-2,-1,0,1,2} olup Y = X? rasgele degiskeninin olasilik
fonksiyonunu bulalim. Y nin deger kiimesinin Dy ={0, 1, 4} oldugu agiktir. ye Dy igin

P(Y =y) olasiliklari,

P(Y =0) = P(X =0) =1/5,

P(Y =1) = P(X2 =1)= P(X =1 veyaX = 1) = P(X =1)+ P(X :—1)=é+%=§
P(Y =4)=P(X?=4)=P(X =2 veyaX =-2) = P(X =2)+P(X :—2):%+é=§

seklinde hesaplanmistir. Buna gore, y e R\Dy i¢in P(Y =y)=0 ve ye Dy icinde olasiliklar
yukarida verildigi gibidir. Buna gore, Y nin olasilik fonksiyonunu

Y=y |0 1 4
POv=y) [1/5 2/5 2/5

seklinde yazabiliriz®

Dagilim fonksiyonu Fy (X), olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu da f(x) olan X
rasgele degiskenini goz Oniine alalim. Y = g(X) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu Fy (),
X in dagilim fonksiyonu tiirtinden

Ry () =P(Y <y)=P(g(X)<y)=P(X <g7(y)) = Fx (g ()
seklinde yazilabilir. Buradan da, Y kesikli bir rasgele degisken ise olasilik fonksiyonu, y € Dy

icin olasiliklar

PY=y)=R (y)-F ")
seklinde hesaplanabilir. Y siirekli ise olasilik yogunluk fonksiyonu y € Dy igin,



d R (y) o I
——=—=, K/ (y) nin tlrevlenebildigi yerlerde
fy(y)=q dy
0 , dy

seklindedir. Ayrica, Y nin dagilim fonksiyonu R, (y)= Fy (g_l(y)) olup, bileske fonksiyonun

tiirevi (Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu),

d d _ _ d
WU—Hy’dxw%m—wgw»g(”

seklindedir. g(X) fonksiyonu monoton artan ise birinci tiirevi pozitif, monoton azalan ise negatiftir.

Ancak, fonksiyon, bazi yerlerde artan, bazi yerlerde azalan olabilir (Sekil (3.1.2)).

4 g(x)

4 g(x) 34
51 \ g(x)
41 2 azalan 4
9 ? [0,2]d
artan 5. {3
2 ‘ . \ . : . [-1,0]da 2
/1 1 05 © 0. 1 15 2 Q‘ artan
F 1 N
T s 1 s 5 :
'I/(;j a4 ot 24 4 05 0 o5 1 15 2
Sekil 3.1.2 Monoton artan ve azalan doniistimler
Buradan,
: . o dgTiy)
fonksiyon monoton artan ve tirevlenebilir ise & >0
y
. ) . dgiy)
fonksiyon monoton azalan ve tiirevlenebilir ise —q <0
Yy

olup segilen fonksiyonun durumuna gore, Y in olasilik yogunluk fonksiyonu,

AR _d o (gt (49
()= =g, P @) = fx (g mw 5

seklinde yazilmalidir.

Ornek 3.1.2 X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

2x , 0<x<1
f(x)= {
: d.y.
olarak verilmis olsun. Y =3X +1 ve Z=-3X +1 rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk
fonksiyonlarini bulalim. Dy =(1, 4) olup g(x) =3x+1 fonksiyonu monoton artandir. Ayrica,
-1 y-1 d 4 1
=2 —ve — ==
g (=" ay =3

olup 1<y <4 i¢in Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,



dgl(y)|_ (y—lj;_g )
dy ‘—2 3 (y-1

_ -1
fr (1) = fx (97 =5
seklindedir. Yani, Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

2

f (y) = 9(y—l) , 1l<y<4

0 , d.y.
seklindedir. Diger taraftan, Z nin deger kiimesi D, =(—2,1) olup h(x) =—3x+1 fonksiyonu
monoton azalandir. Ters doniisiim ve tiirevi,

-1 1-z d 4 1
)="—— Ve — )=—=
9@ 3 dzg 2) 3

olup,

f2(2)= x (97@)

=01~
dz 3 3 9( y)

TR
esitliginden Z rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu da,

,(2) = é(l—z) , —2<z<1
0 : d.y.
olarak bulunmustur ®
Herhangi bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f (X), dagilim fonksiyonu
da Fy (x) olsun. Y =| X | rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu y € Dy igin,
F () =P <y)=P( X[<y) =Py <X <y)=Fx (¥) -Fx (-Y)

ve dagilim fonksiyonunun tiirevinden de Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fx (V) +fx(=y) , y>0

fY(Y):{ 0 dy.

dir. Z = X? rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

F7(2)=P(Z <2)=P(X? <2) = P(~2 < X <+/2) = F (V2) - Fx (V2)

seklindeki dagilim fonksiyonunun tiirevinden

fx (V2)+ fy (—V2)
fz(2)= 2\z ’
0 , d.y.

z>0

seklinde olur.
Ornek 3.1.3 Herhangi bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
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1/3 , -1 2
f(X): < X<
o , d.y.

olsun. Y = X2 nin olastlik yogunluk fonksiyonunu bulalim.

A g(x)

1 .05 O 0. 1 15 2
Sekil 3.1.3 g(x) = G dontisiimiintin [-1,2] araligindaki grafigi
Y nin deger kiimesi Sekil (3.1.3) deki grafikten de goriildiigii gibi Dy =(0,4) dir. Buna
gore, g(X)= G fonksiyonu (—1,0) araliginda azalan, (1,2) araliginda ise artandir.
Y nin dagilim fonksiyonu i¢in Dy =(0,4) oldugundan, y<0 ise R/ (y)=0 ve y>4 ise

Fy (y) =1 oldugu agiktir. Diger taraftan, 0 <y <1 i¢in

N
R (V) =P(Y <y)=P(X2<y) =Py <X < fy) = %m;@
W

ve 1<y<4 igin

Jy
R (y)=P(Y <y)=P(X?<y)=P(-1< X <fy) = | Lo - Ly

3 3
1
dir. Buradan Y nin dagilim fonksiyonu ile olasilik yogunluk fonsiyonu,
0 ’ y<0 L O<y<1
—zﬁ O<y<1 3 \/y
) = d 1
Ry)={ ° ve fY(Y)=M= —= l<y<4
1+.fy dy 6.y
—= |, 1l<y<4
3
1 , y>4 0 , d.y.

seklindedir ®

Ornek 3.1.4 Dagilim fonksiyonu F olan X rasgele degiskenini gz 6niine alalim. U = F(X)
rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim.

F dagilim fonksiyonu oldugundan azalmayandir. Ayrica, Dy =[0,1] olup u<O0 igin
Fu(U)=0 ve ux=1 i¢cin R, (u)=1 oldugu aciktir. Fonksiyon kesin artan ise, 0 <u <1 igin

fonksiyonun degeri



R (U)=PU <u)=P(F(X)<u)=P(X <F ) =F(F 1) =u

dur. Ancak, F dagilim fonksiyonu oldugundan azalmayan olup fonksiyon bazi yerlerde sabit

olabilir (Sekil 3.1.4). Ornegin, segilen bir [¥,X,] araliginda, her X e[x,X,] i¢in F(X)=u
olabilir. Yani, se¢ilen bir u degerine karsilik bir ¢cok X degeri vardir. Yani, F_l(u) 1yl tanimh

degildir. Bunun i¢in, F _1(u) fonksiyonu, = (u) =inf{x:F(x) >u} olarak tanimlandiginda

problem giderilmis olur.

4 FG)

\ A%

& o >

xX; X X3

x=F1(u) F-Y(u)=inf{x:F(x)=u}

A\

Sekil 3.1.4 F Dagilim fonksiyonunun ters dontisiimii

Dagilim fonksiyonunun sabit oldugu aralikta her X degerine karsilik bir u, her u degerine

karsilik da bir X degeri vardir. Yani, F_l(u) iyi tanimlidir. Bu durum dikkate alindiginda, U nun

dagilim fonksiyonu ile olasilik yogunluk fonksiyonu,

- H<0 dRy(u) [1 , O<u<1
u )
= , 0<u<1 fu(u) = =
Fu(u)=+u u<l ve fy(u) a0 {O | dy.
1, >1

seklindedir.

3.2. Cok Degiskenli Donliisimler

Bu kisimda, X ve Y ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(X,Yy) olan herhangi
iki rasgele degisken olmak tizere, U = g(X,Y) gibi bir rasgele degiskenin olasilik fonksiyonunun

elde edilmesi tizerinde durulacaktir. Burada, g fonksiyonu, R? den R ye giden bir fonksiyondur.

Islemlerin kolay yiiriitiilebilmesi icin, agirlikli olarak iki degiskenli doniisiimler ele alinacaktir.

Burada g fonksiyonu siirekli olabildigi gibi, X ve Y nin siirekli olmayan bir fonksiyonu da
olabilir. Ayrica, Xq, X,..., X| ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (X, Xo, ..., Xy)
olan rasgele degiskenler olmak iizere, U = g(Xq, X,,..., X)) seklindeki bir rasgele degiskenin

olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonuna da ihtiyag duyulabilir. Diger taraftan, X ve Y nin
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ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde, U = g;(X,Y) ve V =g,(X,Y)

seklinde tanimlanan U ve V rasgele degiskenlerinin ortak olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonu da bulunabilir.

X, Y) g
o R? R
U=g(X.Y)

Sekil 3.2.1 Iki boyutlu déniisiim
U =g(X,Y) rasgele degiskeninin dagilimi degisik yollardan elde edilebilir. U tek degiskenli

bir rasgele degisken oldugundan bazen dogrudan dagilim fonksiyonu bulunabilir. Dagilim
fonksiyonundan da olasilik yogunluk fonksiyonu bulunur. Bazen, bagka tekniklerin denenmesi
gerekebilir. Bunu asagidaki 6rnek tizerinde agiklamaya ¢aligalim.

Ornek 3.2.1 Bagimsiz aym f (X) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iki rasgele degisken
X ve Y olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonlari

fx (%) = fy () ={e; X d>y°

seklinde verildiginde, U =max(X,Y) ve V =min(X,Y) rasgele degiskenlerinin olasilik
yogunluk fonksiyonlarini bulalim. Burada olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulmak i¢in dagilim

fonksiyonu teknigi kullanilabilir. u <0 ise, R (u)=0 ve u>0 igin,

Ay (u)=PU <u)=P(max(X,Y)<u)=P(X <u,Y <u)
=P(X <u)P(Y <u)=[P(X <u)]? =(1—e™¥)?
olup U nun dagilim fonksiyonu
0 , u<o0
U (u)z{(l—e‘”)z , u>0
seklindedir. Dagilim fonksiyonunun tiirevinden U nun olasilik yogunluk fonksiyonu,
()= dFU (u) {Ze_”(l—e_”) , u>0
0 , duy.
olarak bulunur. V rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu da benzer sekilde bulunur. Yani, V

nin dagilim fonksiyonu, v <0 ise K, (v)=0 ve v>0 i¢gin de

R/ (V) =PV <v) =P(min(X,Y) <v) =1-P(min(X,Y) >V)
=1-P(X >V,Y >Vv) =1-P(X >V)P(Y >V) =1-[P(X >V)]> =1-e~%"



olup V nin dagilim fonksiyonu da

0 , v<O0
V) ={1—e‘2" ., v>0
seklindedir. Yine dagilim fonksiyonunun tiirevinden V nin olasilik yogunluk fonksiyonu da
(v )_dF\,(v) {Ze‘z" , v>0
0 , d.y.
olarak elde edilir®
Kesikli rasgele degiskenlerde, dagilim fonksiyonuna ihtiya¢ duyulmadan olasilik fonksiyonu

bulunabilir.
Ornek 3.2.2 Bagimsiz X ve Y rasgele degiskenlerinin olasilik fonksiyonu A >0 i¢in
P(X =x)=P(Y =x)=e*2%/x! ,x=0,12,...

olarak verilsin. U = X +Y rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulalim. U nun deger

kiimesi ile X ve Y nin deger kiimeleri ayn1 olup olasilik fonksiyonu u=0,1,2,3,... i¢in,

PWU =u):P(X+Y:u):iP(X +Y:u|Y:y)P(Y=y):iP(X +y=Uu)P(Y =y)
y=0 y=0

U (e A U=y ey | U ulfe vy ) e 2aY
=Y P(X = P -y =
USTERLES Z[w wJL y J %u!ﬁw—w!}[ i J
e—2/1 u u| u e e —2/1 —2/1(2/1)U
S ot E e e

ut oHlytu-y)!
seklinde dogrudan hesaplanabilir. U nun olasilik fonksiyonu, X (veya Y nin) nin olasilik

fonksiyonuna benzemektedir. X ve Y nin olasilik fonksiyonlarinda A yerine 24 gelmistir. Yani,

U nun olasilik fonksiyonu

P(U=u)=e*@1)"/u! , u=012,..
dir®

Ornek 3.2.3 a) Birim uzunlugundaki diizgiin bir cubuk iizerinde rasgele iki nokta isaretlensin.
Bu iki nokta arasindaki uzakliga Z diyelim. Z nin moment ¢ikaran fonksiyonunu bulup E(Z")
beklenen degerini hesaplayalim.

Birim uzunlugundaki ¢ubuk tizerindeki noktalar X ve Y olsun. Rasgele segilen bu iki nokta
arasindaki uzaklik (sekilde de gorildiigii gibi) Z =| X =Y dir.

0 X Y 1




X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz olup ayni olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Buna

gore, X ve Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ile marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

O<x<1

1 , O<xy<l1
fx,Y(X,Y)={O

1,
o dy , fX(X):fY(X):{O

: d.y.
olarak yazilabilir. D, =[0,1] olup asagidaki grafik bilgileri de dikkate alindiginda Z nin dagilim
fonksiyonu, z<0 i¢cin F,(z)=0, z=1 i¢in F,(z)=1 ve O0<z<1l i¢in

F,(2)=P(Z<z)=1-(1- 2)2 seklinde yazilir (Sekil (3.2.3)). Dagilim fonksiyonunun tiirevinden

olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(2) = {2(1 z) , 0<z<1

, d.y.

olarak bulunur.

z 1
Sekil 3.2.2 Ornek (3.2.3a) da aranan olasilik (alan)

Buradan, Z nin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1 1
M, () = E(e'?) = j el f,(z)dz = j et22(1—z)dz=£2(et—t—1)
t
z=0 z=0

seklinde hesaplanmistir.

Moment ¢ikaran fonksiyonunun sifir noktas1 komsulugundaki Taylor serisi a¢ilima,
2 t3
Mz (t) = E(etz) Z E(Z )= 1+tE(Z)+—E(Z )+ E(Z )+.. + E(Z ) +...

olup My (t) = E(etz) = —2 (e —t—1) oldugundan, bu fonksiyonun Taylor serisi agilimi,

2 4 2 & " 2 2 3 t"
t—z(e —t—l)—t—z[Z——t 1} t2[—l—t+1+t+z+a+...+—+..

o n! n!
2(t? t" t 2t> 23 2t 2t"
==|=+=+.+—+.|=l+—+—+—+—+...+ +
221 3 n! 3 4! 51 6! (n+2)!

seklinde yazilabilir. Buradan,



2 3
M (t) = 1+tE(Z)+—E(Z )+ E(Z )+ + E(Z )+
ve
2 3 4 n
Mz(t)=£(et—t—l)=1+£+2i+2L+ZL+...+ 2
t2 3 4! 5 @6l (n+2)!

esitlikleri elde edilir. Buradaki polinomlarinin katsayilar1 esitlendiginde,

EQ)-2-3 SE@)-ZmE@) =TT
3 2! 41 41 31 2(3)
ve n> 2 i¢in diger momentler
n n 1
t—E(Zn): 2t S E@Z") = 2n! _ 2
n! (n+2)! (n+2)! (n+DH(n+2)
dir. Dolayst ile, Z rasgele degiskeninin biitlin momentleri
E@Z") = 2
(n+1)(n+2)

olarak hesaplanmis olur.

b) iki kisi saat 12:00 ile 13:00 arasinda belli bir yerde goriismek iizere anlasiyorlar. Goriisme
yerine Oonce gelen a saat (0<a<1) bekleyecektir. Her ikisinin de anlastiklar1 yere varmalari
birbirinden bagimsiz olup (a) da verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Bu iki kisinin

karsilagma olasiliklarini (p diyelim) bulalim. Ayrica, p=0.84 olarak verildiginde a yi1 (ne kadar
bekleyecegini) bulalim.

X ve Y Kkisilerin belirlenen yere gelme saatini gdstersin. iki kisinin karsilasabilmesi icin

Z =|X =Y | < a olmasi gerekir. Buna gore, aranan olasilik (a) daki sonugtan
p=P(Z<a)=P(X-Y|<a)=1-(1-a)?

dir. p=0.84 ise bekleme siiresi 1—(1— a)2 =0.84 esitliginden a=0.6 saat veya a =36 dakika

olarak bulunur. Yani, 6nce gelen kisi en fazla 36 dakika bekleyecektir.

¢) Birim uzunlugundaki diizgiin bir ¢ubuk iizerinde rasgele bir nokta isaretleyelim (bu nokta
X olsun). Buna gore, elimizde uzunluklar1 X ve 1— X olan iki dogru pargasi vardir. Daha sonra,

(0, X) araligindan rasgele bir nokta (buna Y diyelim), (X,1) araligindan da ikinci bir nokta (buna

da Z diyelim) isaretleyelim. Y ve Z nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ile U =Z —Y nin
olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Bu noktalar asagida sematik olarak gosterilmistir.

0 Y X 4 1
I
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X in olasilik yogunluk fonksiyonu ile X =X verildiginde Y ve Z nin kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonlari

[

1, O0<x<1 -, O<y<x
fx(><)={0 | dy. fyix=x (Y [X) =

o X

d.y.
1

fZlXZX(Z | X) = 1—X
0o d.y.

, O<x<z<l

seklindedir. Buradan, X,Y,Z nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
1
X(1—x)

, O<y<x<z<l

F Y, 2) = fx (%) Fyx=x (Y [X) Tzjx=x(z]X) =

1
= f(X,y,2) =4 Xx(L-x)
0 , d.y.

olarak bulunur. Y ve Z nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,
zZ z

J.x(l x) j% -[

integralinin sonucundan,

In(M] , O<y<z<l
fyz(y.2)=¢ \yl-2)

0 : d.y.

vt -0, {222

olarak elde edilir.

Simdi, U =Z-Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Once,

O<u<z<lve
1
fU(u)=Z€£Zf(z,y)dz=2£uln(%]dz_ ~2(uln(u)+((L-u) In(L-u))

oldugundan, U rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

(uln(u)+((1 u)in@-u)) , O<u<1
fy (u) = dy

olarak bulunur&®
Buraya kadar, X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonu verildiginde, ¢ ‘R? >R olmak iizere, g(X,Y) tek boyutlu rasgele degiskeninin
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olasilik fonksiyonu elde edilmeye ¢alisildi. Simdi, Xq,..., X rasgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu verildiginde, 1=1,2,3,...,k, g; ‘RX SR reel degerli fonksiyonlari igin

legl(Xl,...,Xk), Y2 :gZ(Xl,...,Xk),..., Yk zgk(Xl,...,Xk)

rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Burada verilen

doniisimlerden i=1,2,3,...,k i¢in X lerin

Xl = hl(Yl”Yk) y X 2= h2(Y1,...,Yk),..., X k = hk(Yl”Yk)
seklinde ters doniigiimlerinin bulundugunu ve h;,i=1,2,3,...,k fonksiyonlarimn her bir bilesenine

gore tiirevlenebildigini varsayalim. Buradan, Jacobien matrisi

[ohy(Yy,--, Yy ) ahy(Yy,--Yy) ohy(Yy,--,Yy) |
oY, oY, I oYy
ohy(Yy,...,Yy )  ohy(Yy,...,Yy) ohy(Yy,...,Yy)
oY, oY, N oYy

J:
ohe (Y., Y ) ahe (Y-, Yy) ohy (Yy,..,Yy)
oY, oY, . oYy

olarak yazilir. Xg, X ..., Xy rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
f(%,.... %) ise Yq,Yy ...,Yy rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

| J |=| det(J) | olmak iizere, yy,..., Yk € Dy .y, i¢in

vy O i) =13 ox (M- v ha (v Vi hie (V-4 YD)
seklindedir.

Ornek 3.2.4 a) X ve Y aym dagihmh bagimsiz rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

F) =2 xeR

or

seklinde verilmis olsun. U = X +Y ve V = X —Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunu bulalim. Ters dontisimler X =(U +V)/2 ve Y =(U —V)/ 2 olup Jacobien matrisi

ve determinanti,

12



ox ox L1
J=| Y V122 ey =2
oY oY |1 1 2

U ov] 2 2
dir. X ve Y bagimsiz oldugundan ortak olasilik yogunluk fonksiyonu X,y € R igin,

_ 1 _2 1 2,2
fxy)=fx () fy (y)= X2 vz _ L 03y

=

dir. Buradan U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, U,ve R igin

11 1 (u+vy (u=v)?
fuv V)= [3]fxy (x(uv),y(u,v)) = 55 &P _E( > j +£ - j

= iexp(—%[(u +v)2 +(u—v)2D

Az
2,.,2
:iexp(_l[ZU +2v ]j i e_(u +v )/4
Ar 8 Ar

sekildedir. Ayrica bu ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

1 2.2 1 _2 1 _
fU,V(u'V):Ee(u )4 _ u</4 v/4 fU(u) fV(V)

Tzt T

seklinde yazilabildiginden, fy\ (u,v)= fy (u) f, (V) esitligi saglamr. Yani, U ve V rasgele
degiskenleri bagimsizdir.

b) Simdi de U = X /Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Bunun
icin, V =Y seklinde bir yardimci1 doniisiim tanimlayalim. Buradan, U = X /Y ve V =Y rasgele

degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu elde edildiginde U nun marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonu bulunur. Ters donisiimler X =UV ve Y =V olup Jacobien matrisi ve

determinanti,
8X 8X
vV u
A EUREAR ve det(J)=v
av oy [0 1
o oV

seklindedir. Buna gére, U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu u,ve Dy y icin

fu 00 =13y (x00,yw) = 2 exp(—%[(uv)2 +v2)]j

v2
|V| exp( [u2 +1]J
27[
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dir. Herhangi bir h(x) fonksiyonu ¢ift (h(=x) =h(X)) ise, ae R" i¢in,

.T h(x)dx = ZTh(x) dx
—-a 0

dir. Buna gore, U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu v ye gore ¢ifttir. Ortak olasilik

yogunluk fonksiyonunun D, iizerinden integrali (a = u?+1 diyelim),

fu= | fU,V(u,v)dv=% [ |VIe‘aVZ’ZdV=%jve—aV2/2dv
i .

—0o0

1% v2
- j e?ldt, t=— donusiimiiile
7y 2

N Iy
ar t=0 ar 721+u2

olup U rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fU(u):1 12 , ueR
T 1+u
olarak bulunmustur &

Ornek 3.2.5a) X ve Y ayni dagilimli bagimsiz rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

—X
f(x) = e , x>0
0 , dy.

olsun. U =X+Y ve V=X/(X+Y) rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlarini

bulalim. Ters dontigimler, X =UV ve Y =U(1—-V) olup Jacobien matrisi ile determinanti,

ox ox
v u
J= ou v ve det(J)=-uv—-u@l-v)=-u
oy oy | la-v)
ou oV

dir. X ve Y bagimsiz oldugundan ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

—(x+y)

dir. U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise 0 <v <1 ve u>0 igin,
14



(uv+(u@-v)) —u

fuy (V) =31y (xUv), yuv)=ule =ue

seklindedir. Daha agik olarak ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

ue™ , O<v<lLu>0
fuy (U,v) =
o d.y.
dir. Bu ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan U ve V nin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonlari da,

1 1 o0 o0
J‘ fu v (U,v)dv= j ueUdv=ue™ e j fuv (U,v)du= J' ueYdu =1
v=0 v=0 u=0 u=0

integrallerinin sonucundan
fU(u):{ue_u u>0 fV(v):{l , O<v<l
0o , dy. 0 , d.y.
olarak bulunmustur. Ayrica, fyy (U,v) = fy (U) fy, (V) oldugundan U ve V rasgele degiskenleri
bagimsizdir (bu sonug Teorem (7.4.2) den de elde edilebilirdi).
b) X, Y ayni dagilimh bagimsiz rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 , O<xx«l

F(x) = fy (X) ={O iy

olarak verildiginde, U = XY rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim.

V =X yardimci doniistimii ile ters dontisiimler, X =V ve Y =U /V olup Jacobien matrisi ile

determinanti,
o [0 :
J= = , det(J)=-=
oy oy ||t -4 =7
o oV

seklinde hesaplanmistir. Buradan, U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

= , O<u<xv<l
fuyv(U,V): Vv
0o , d.y.

olup U nun marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
VEIDV fU,V(u,v)dv:Vi %:-ln(u)

u

den,
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L

olarak bulunur.

) Xy, Xy, X3 rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

0<X <Xy <X3<©

6 e XX ,
fx X, x5 (40, X2, X3) = 0 | dy.

olarak verilmis olsun. Uy = X; , U, = X5 = X; ve Uz = X5— X, rasgele degiskenlerinin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Ters dontisiimler,
X1=U1 X2 ZU1+U2, X3 :U1+U2+U2
olup Jacobien matrisi ve determinanti

[0X, 0X; 09Xy ]
oU; U, U,
0Xy 0X, 08X,
oU; aU, 0U,
0X3 0Xg 0Xs
oU; dU, 0U,

,  det(J)=1

o
Il
Il
S
=
P O o

dir. Buradan, Uy, U,, Uj rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu,

6 e_3ul—2U2—U3 1 ul > O, | :l, 2,3
fU1,U2,U3 (Ul,Ug,US) =

, d.y.
seklinde bulunmus olur. Diger taraftan, marjinaller hesaplandiginda, X;, X5, X3 rasgele
degiskenleri bagimsiz olmamasina ragmen,

fu,u, U, (U, U, u3) = fy (W) fy, (U2) Ty, (U3)

esitligi saglandigindan, Uy, U,, Uj rasgele degiskenleri bagimsizdur.

3.3. Uretici Fonksiyonlar Teknigi

Ikinci béliimde, bazi iiretici fonksiyonlardan sdz edildi. Bu fonksiyonlar genellikle rasgele
degiskenlerin momentlerinin hesaplanmasinda kullanilmakla birlikte bazen rasgele degiskenlerin
doniisiimlerinin olasilik fonksiyonlarinin bulunmasinda da kullanilir. Doniisiimiin moment ¢ikaran

fonksiyonu (varsa) bilinen bir dagilimimn moment ¢ikaran fonksiyona benzeyebilir.

16



X ve Y bagimsiz rasgele degiskenler olmak tizere, U = X +Y rasgele degiskeninin moment
¢ikaran fonksiyonu, X ve Y nin moment ¢ikaran fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak yazilabildigini

(My (t) =My .y (t) =My (t)My (t) ) biliyoruz. Benzer sekilde, U nun Karekteristik fonksiyonu
da ¢y () =dx .y () =¢x )@y (t) dir. U nun moment ¢ikaran fonksiyonu (veya karekteristik

fonksiyonu) bazen olasilik fonksiyonuna ihtiyag duyulmadan bulunabilir. U nun moment ¢ikaran
fonksiyonu (veya karekteristik fonksiyonu) bilinen bir dagilimin (genellikle besinci boliimde
bahsedilecek dagilimlar) moment ¢ikaran fonksiyonu ile ayn1 ise U nun olasilik veya olasilik
yogunluk fonksiyonu, o dagilimin olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu olur. Var olmasi
halinde genellikle moment ¢ikaran fonksiyonu kullanilir. Moment ¢ikaran fonksiyonunun olmadigi

hallerde karekteristik fonksiyon kullanilabilir.

Ornek 3.3.1a) X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x):1
T1+X

5 , XelR

olsun. Bu rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu yoktur, karekteristik fonksiyonuise t € R
i¢in ¢y (1) = eIt dir (Ornek (2.6.5)). Bu olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bagimsiz rasgele
degiskenler X1, X5,..., X, olsun. X lerin Orneklem ortalamasi olarak bilinen
Xy =(X{+...4+ X))/ n rasgele degiskenini tanimlayalim. Bu rasgele degiskenin karekteristik

fonksiyonu,

(I5>zn )= E(eitin) _ E(eit(Xl+...+Xn)/n)

. p EIUMXe) =gy (/)] =[e VP =t = g, (1)
=1

oldugundan, X, ile X; rasgele degiskenlerinin karekteristik fonksiyonlar1 aynidir. O halde, her

ikisi de aym olastlik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Yani, X, nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 1
fx M=——5,yeR
Tl+y
dir.
b) X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
-1
# e 5 , X> 0
F(x)= \/27zx3
0 , d.y.

olsun. X in karekteristik fonksiyonu (Maple VIII paket programi yardimu ile),
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8

1
itX i1 i 1
gy (1) =E(e '[\/7 dx me +e (H——Zit]

_ Rt 1_ 1 1_ _ o2t
J-2it J-2it

olarak hesaplanmistir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bagimsiz rasgele degiskenler

o

X1, X2,..., X,y olmak iizere, X, =(Xq+...+X,,)/n drneklem ortalamasinin olasilik yogunluk
fonksiyonunu bulalim. X, nin karekteristik fonksiyonu

e £ (e Rn) = E(eltOuh+Xa)iny HE(e(lt/n)Xk) by (L))" (—«/—zn/n)”

k=1

_ e—n,/—2it/n _ e—1/—2it/n = gy (/1)
olup, X, ile X /n rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 aynidir. Buradan, X, nin

olasilik yogunluk fonksiyonu y > 0 i¢in

n - 1(2ny) _ 1 o 1/(2ny)

fx (Y)=nfx(y)=———— =
X § ny/27 (ny)* J2zny?

veya daha agik olarak,

1
1 “2ny
——¢ , y>0
fin (y) - \’272'” yS
0 , d.y.

seklindedir ©

Bir X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu My (t), karekteristik fonksiyonu da

@ (t) olsun. Y =a X +b rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

My (1) =M p,ax (1) = EEPL2X)Y) =" B X ) ="My (at)
ve karekteristik fonksiyonu da,
d (1) = gprax (1) = B C20 =eEE' ™) =gy (at)

seklindedir.

Ornek 3.3.2 a) X ve Y ayni olasilik fonksiyonuna sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun.

Olasilik fonksiyonu A >0 i¢in
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P(X =x)=e*2%/x! , x=0,1,2,...
olarak verildiginde, U = X +Y rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulalim.
t .
X in moment ¢ikaran fonksiyonunun My (t) = et e (Ornek (2.5.3a)) oldugunu biliyoruz.
Buradan, U rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,
A(e' 1)y n A (e'-L 2A(e'-1
My (1) =My v (1) =My (OMy (1) = (e* V) D) =24

olup, X in moment ¢ikaran fonksiyonunda A yerine 24 gelmistir. Buradan, U nun olasilik
fonksiyonu X in olasilik fonksiyonunda A yerine 21 yazilmasi ile elde edilir. Yani, U nun

olasilik fonksiyonu,
PU=u)=e2*20)"/u! ,u=0,12,..
dir (Ornek (3.2.2) ile karsilastiriniz).

b) O0<p<1 ve g=1-p olmak iizere bagimsiz X ve Y rasgele degiskenlerinin olasilik

fonksiyonlari,
P(X =x)=P(Y =x) = p*g**,x=0,1

olarak verilmis olsun. Dolayisi ile, X ve Y nin moment ¢ikaran fonksiyonlar1 da aynidir. X in

moment ¢ikaran fonksiyonu,

tX 1 t t
My t)=E(€'")=Y e P(X =x)=q+ pe
x=0

olup U = X +Y rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu da,

My (£) = My y (£) = My My (©) = (g + pe')(q+ pe') = (g + pe')?

dir. Olasilik fonksiyonu,

2
P(Z =X) =[X] p*q®* , x=0,1,2

olan bir Z rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu (besinci boliimde bahsedilecek olan 6zel

dagilimlardan biridir)
2 2 _ 2 (2 _
Mz () =E@E“)= X etx( ]pxq2 "= Z( j(pe‘)xq2 =+ pe')?
x=0 X x=0\X

dir. Buradan, U = X +Y rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu ile Z nin moment

¢ikaran fonksiyonu aynidir. O halde, U nin olasilik fonksiyonu
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2
P(U =u) :[ ] pUg®™ ,u=0,12
u
dir.
c¢) Bagimsiz X ve Y rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlart sy, 1ty € R ve

oy >0, oy >0 i¢in,

1 1
fx (9= exp[——z(x—ux)2 . XeR

, YeR

1 1 )
fy (y) = exp| ——— (Y — #y)
1/272032/ ( 20'32/

olarak verilmis olsun. Bu rasgele degiskenlerin moment ¢ikaran fonksiyonlari,

2 2 t20'2
Mx(t)=exp(tyx+t%j ve MY(t)_eXthﬂerTyJ

2

olup U = X +Y nin moment ¢ikaran fonksiyonu u = iy + 1y Ve o° = 0')% +0$, olmak iizere,

t262 t20'2
MU (6) = My () =My (OMy () =exp| tay +=2% exp] s+

2
2, 2 2 2 2
:exp[t(ﬂxWyﬂm}em[tw%}

dir. Buna gore, U nun moment ¢ikaran fonksiyonu ile, X in moment ¢ikaran fonksiyonu ayni

yapidadir (g, yerine u, G)% yerine o gelmistir). Buna gore, U nun olasilik yogunluk

fonksiyonu,

fu (u) = ! exp(—%(u—y)zj , uelR
«/ 27 62 20
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, V = X —Y rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu

da,

My (t) = My _y (t) = E(et(X_Y)): E(etx)) E(e_tY)): My (t) My (~t)

2 2 2 2

t“o 1o

—exp| tu, +—% |exp| —tu, +—2L
p[ My 5 ] p{ Hy 5 J

2, 2 2 2_2
=exp(t(lax _ﬂy)+MJ:exp(tﬂ+%l

2
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olup olasilik yogunluk fonksiyonu, z= g, — 1y ve o = 0')% + 0')2, olmak {iizere,

fy (v) = ZeXp(—%(v—y)zj , veR

2ro 20

seklindedir.
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