HAFTA 10

ESITSIZLIKLER

Olasilik ve istatistikte esitsizlikler 6nemli bir yer tutar. Bazen, olasiliklarin ve rasgele
degiskenin momentlerinin hesaplanmasi gii¢ olabilir. Boyle durumlarda, olasilik ve momentler i¢in
bir alt veya st siir verilir. Bu boliimde, olasilik ve momentlere iliskin bazi esitsizliklerden

bahsedilecektir.

4.1. Markov ve Chebyshev Esitsizlikleri

4.1.1. Markov Esitsizligi

Teorem 4.1.1 (Markov Esitsizligi) X bir rasgele degisken g de g:R — R* seklinde tanimli

negatif degerler almayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, r e R™ igin

E(g(X
P(g(X)>r) < —(g( )
r
dir.
Ispat: X siirekli olsun (kesikli durumda integral yerine toplam gelir). X in olasilik yogunluk

fonksiyonu f(x) olmak iizere, g(X) in beklenen degeri dogrudan yazildiginda

E(g(X)):Tg(x)f(x)dx: [ gx)feQdx + [ g(x)f(x)dx

oo {g(x)>r} {g(x)<r}
> [ g f()dx= r [ f(x)dx =r P(g(X)>r)
{9(x)>1} {9(x)>r}

seklinde bir esitsizlik elde edilir. Burada, g(X) negatif olmayan degerler aldigindan,

gx)>r= [ g feydx> r [ f(x)dx
{9(x)>r} {9(x)>r}

dir. Buradan da, r e R" igin E(g(X)) >r P(g(X)>r) seklinde aranan esitsizlik ispat edilmis

olur¢

4.1.2. Chebyshev Esitsizligi

Markov esitsizliginin bir sonucu olan Chebyshev esitsizligi olasilik ve istatistikte en ¢ok

kullanilan esitsizliklerden biridir. Herhangi bir X rasgele degiskeninin beklenen degeri u,

varyansi o2 olsun, g fonksiyonunu g(x)=(x— ,u)2/ o2 seklinde tamimlayalim. Buna gore,

E(g(X)) =1 olup, Markov esitsizliginden



P(X —ul>ko)=P( X —ul>>k?c?)=P( X —ul? I6% >k?)

=P((X — )% 1% >k?)=P(g(X) > kz)gm_i

k2 K2
elde edilir. Yani, beklenen degeri u , varyansi &2 olan bir X rasgele degiskeni igin
P(|X —u|> ko) <1/k?
esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik bazen, P(| X —u|< ko) >1- (1/ k2) olarak da ifade edilir ve
literatiirde Chebyshev esitsizligi olarak bilinir. Chebyshev esitsizligi genellikle olasiliklar igin bir

alt veya tist sinir belirlemek i¢in kullanilir.

Ornek 4.1.1 Diizgiin bir paranin 10 defa atilmasi deneyi i¢in X rasgele degiskeni gelen

turalarin sayist olsun. X in olasilik fonksiyonu,

X 10—-x
P(X=X)=(1:]Gj Gj ,x=0,1,2,...,10

olup E(X)=u=5, Var(X) =02 =25 du. P(| X —u| £ k«/2.5) olasilig1 ise
P X —u|< ky25)=P( X -u|< ko)
=P(5-k+/25<X<5+k~+25)=P(k;< X <ky)

seklinde yazililabilir. Chebyshev sinir1 11/ k? olmak tizere, K nin bazi degerleri igin bu olasiliklar

hesaplanarak agagida verilmistir.

k kq ko P(| X — u|< k/2.5) Chebyshev Sinirt
1 3.42 6.58 0.656250 0.000000
15 2.63 7.37 0.890625 0.555556
2 1.84 8.16 0.978516 0.750000
2.5 1.05 8.95 0.978516 0.840000
3 0.26 9.74 0.998047 0.888889
3.5 -0.53 10.53 1.000000 0.918367

Tablodaki olasilik degerlerinden k =2 durumu igin P(| X — u|< k+/2.5) olasiligi,

p=P(| X—ul|< kﬁ):P(S—2Jﬁng5+Jﬁ): P(L.84 < X <8.16)

8 8 (1011 10-x
=Y P(X=x)=) (—j (—j =0.978515625 = 0.978516
x=2 x=2 X 2 ?

dir. Diger olasiliklar benzer sekilde hesaplanir @

Markov esitsizliginde rasgele degiskenin olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu ve ¢

fonksiyonunun &zel segimi ile birgok esitsizlik iiretilebilir. Ornegin, negatif degerler almayan X

in olasilik yogunluk fonksiyonu f(X) olsun. Ayrica, E(X k) varsa,
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E(Xk):Txk f(x)dxzoka f(x)dxzakojo f(x)dx=a“P(X >a)
0 a a

olup P(X >a) < E(X I() / ak esitsizligi yazilir. Ormegin, X in olasilik yogunluk fonksiyonu,

—X
F(x)= e , x>0
0 , d.y.

olarak verildiginde, P(X >a) olasilig1 ile E(X I() degeri

P(X >a)=e"? ve E(Xk)=_[xk f(x)dx=_[x"e‘xdx2 I'(k +1) =k!
0 0

seklindedir. Bu esitsizlikte k=n=a alirsa, € " <n!/ n" elde edilir. Bu esitsizlik biraz

n

diizenlendiginde, n!> n" e™" veya n! > (n/e)" seklinde bir esitsizlik de elde edilebilir.

(Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve Q iizerinde tanimli bir X rasgele degiskeninin her we Q i¢in

| X(W)|<M <o 6zelligini (simirlilik) sagladigini varsayalim. X in ikinci momenti kullanilarak

E(XZ):szf(x)dx: j X2 £ (X) dx + j x2f(x)dx< c? j f (X)dx + j x2 f (x) dx

R {Ixsc} {x>c} {Ix=c} {x>c}
< ¢f+M? [ f(xdx, [ o) dx=1
{\x\>c} R

=c?+M?P(X >c)

seklinde bir esitsizlik yazilabilir. Buradan da,

E(X?)-c?

P(X >c) > 5
M

esitsizligi elde edilmis olur.

4.2. Holder, Minkowsky ve Jensen Esitsizlikleri

Bu esitsizliklere gegmeden Once, rasgele degiskenler i¢in norm kavramini hatirlayalim.

Tanim 4.2.1. X bir rasgele degisken ve peR™ i¢in E(XP) varsa, X in p. normu,

Vp
— p
Xl =] Jal [P f (o
dir®
X ve Y herhangi iki rasgele degisken ve p>1 icin E(| X |°) <o ve E(]Y |P) < olsun.

Kolayca goriilecegi gibi (basit aritmetik iglemlerden sonra),
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| X+Y P<X P +]Y [P < @max{] X LY 1P <2P( X [P +]Y[P)
dir (Balci, 2000, sayfa 93). E(| X |P) <o ve E(|Y |P) <o ise E(| X +Y |P) <o dir.

@:R" - R siirekli ve artan ¢ fonksiyonu @(0)=0 ve lim ¢(x)=oco ozelliklerine sahip
X—0

X X
olsun. ¢t =y olmak iizere, 77(x)=jgo(u)d u ve §(x):j1//(u)d u diyelim.
0 0

E

b Pp(a)

E(b) E(DH)

¢(a)

na) n(a)
b>p(a) a b<@(a) a

E(H)

n(a)
b=p(a) a

Sekil 4.2.1 ab<n(a)+&(b) esitsizliginin gorsel ifadesi

Grafiklerden de gorildiigi gibi, ab<n(a)+&(b) dir (Balei, 2000). b=¢(a) icin esitlik
saglanir. Grafiksel olarak da desteklenen bu bagint1 kullanilarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

4.2.1. Yardima Esitsizlik

Teorem 4.2.1 a,beR" ve p,qeR™ ve (1/ p)+(1/q) =1 olmak iizere,
p q

a_+b_ > ab
P q

dir.

Ispat Degisik ispat teknikleri olmakla birlikte, bu esitsizligin ispatim iki farkli sekilde
yapacagiz. ou)=uP denirse y/(u):ull(p_l) olur. Ayrica, (1/p)+(@/g)=1 oldugundan
g=p/(p-1) olup fonksiyondaki integral degerleri

a a p b p/(p-D) |P g

— a — u b
n(a)z.[w(u)du=jup1du=— ve f(b):ju”(p 1)du:ﬂ =
0 0 p 0 PIP=d,_, @

seklinde hesaplanir. Bu degerler ab<n(a)+&(b) esitsizliginde yerine konursa,

p q
a_+b_ > ab
P q



esitsizligi elde edilir. b=¢(a) i¢in (yani b=u p—l) esitlik saglamr. Ikinci ispat igin,

P p
g(a)= a_+b_ —ab
P q

fonksiyonunu tanimlayalim. g(a)>0 ise ispat tamamlanmis olur. Fonksiyonun birinci tiirevinin

sifira esitlenmesi ile

dg(a) _ paP™
da p

~b=aPl-b=0=a=p"(PD

bulunur. ikinci tiirev bu noktada pozitiftir. Yani, fonksiyonu minimum yapan deger a = pt/(PD)
dir. p=q(p—1) olmak iizere fonksiyonun minimum degeri,

p a(p-b) p p
a .2 —aap1=a—+a——ap=ap[l+i—1j=0
p q p q P qQ

dir. Yani, g(a)>0 olup ispat tamamlanir ¢

0< p<oo igin rasgele degiskenlerin bir siifi £, ={X : E(| X |P) <0, 0< p <o}
ve p,geR" igin X €L, ve Y e Ly olsun. (1/ p)+(1/q)=1ise XY e L, dir.

Simdi bunun dogru oldugunu gésterelim. Once, |Y |<| X [P ise | XY |<| X |P olup XY € £;
oldugu agiktir. Diger taraftan, |Y |>| X ||O_l ise

1Y DS x| =Y Dy 5] XY [=]Y 35 XY | =X Ye sy
dir. Yani, her iki durumdada X € £, ve Y € Lyise XY € Ly dir.

4.2.2. Holder Esitsizligi

Teorem4.2.2 p,geR" icin (1/ p)+(@/g)=1olsun. X e L, ve Y € Ly ise
[ XYy <IX] 1Y

dir.

Ispat: Once, | X || 0= 0 veya ||Y || - 0 ise ifadenin her iki tarafi da sifir olacagindan esitsizlik
saglanir. || X ||p #0 ve ||Y ”q # 0 olsun. Yardimc: esitsizlikte, a = X |/|| X || o Ve bgY |/||Y ||q

alinirsa, X ve Y rasgele degiskenleri i¢in

p q
(XYl Axy] X7 ]V

XT, Vg XLV, = o X v

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin beklenen degeri alin1p asagidaki sekilde diizenlenirse,
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| XY] RS Y |°
E|l —— ' | < E 5 +E—q
XU 1Y 1 plx]? alyl,

p q
E(IXY]) E(le ) +E(|Y| )_ Ix15 X ME 1.1

IXTol¥ g olxIp  alvly elxly alvig P @

den

E{ XY ]_ E(|XY]) ||XY||1| -
a

XTI T ) XTI T DX 0]

elde edilir. Buradan da, || XY ||1 < || X || o ||Y ”q seklinde aranan esitsizlik elde edilmis olur ¢

Holder esitsizliginde rasgele degiskenlerin 6zel secimleri ile olasilik ve istatistikte kullanilan

bazi esitsizlikler tiiretilebilir. Bunlardan bazilar1 asagidadir.

a) Cauchy Schwartzd Esitsizligi: Holder esistsiligi p=0=2 igin,
[ XxYI <X

seklinde yazilir. X ve Y rasgele degiskenleri igin beklenen degerleri E(X) = 1y ve E(Y)=pu,

olsun. Holder esitsizligi X yerine X —p, ve Y yerinede Y — uy yazilarak uygulandiginda,

| Cov(X, V) = E((X = )(Y = )) | SE( (X = p1,)(Y = p2y) )

< JE(XC— 0, PE(Y —p1y)? = Nar(X)Var(Y)

elde edilir. Buradan, Cauchy-Schwartzd esitsizligi,

|Cov(X,Y)| < Var(X)Var(Y)

veya
[Cov(X,Y )]2 < Var(X)Var(Y)

seklinde yazilir. Bu esitsizlikten, korelasyon katsayist ile ilgili

,  [Cov(X,Y)]?
XY Var(X)Var(Y)

<1 veya -1<pyy <1

esitsizligi de elde edilir.
b) Holder esitsizliginde Y =1 alalim. Bu durumda, p € R™ igin || X || 1S || X ||p olup,
| X Iy <IX ] ;= EAX D<EQX PP
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esitsizligi elde edilmis olur.

c) Holder esitsizliginde Y =1 ve X vyerine de X' yazalim. Bu durumda, Holder esitsizligi
E(X"D<E(X"|PYYP veya E(| X )< (E(| X [P)YP sekline doniisiir. Her iki tarafin 1/
kuvveti alindiginda Holder esitsizligi,

1/ i

[EQX )" <[EQ X [P)YP)

olur. p>1 oldugundan, s= pr denirse, S>r dir. Dolayisiile S>T igin,
1/ i

[EQX O <[EQX PN veya | X [, <] X g

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik literatlirde Liaponov egistsiz/igi olarak bilinir.

Ornek 4.2.1 Cauchy-Schwartzd esitsizligi, vektorler igin benzer sekilde yazilir. @ ve b

vektorleri, a=(g,ay,...,a,) ve b=(b,b,,...,b,)" olarak verildiginde Cauchy-Schwartzd
esitsizligi, (c’gl’l;))2 <(a'a) (b'b) seklinde ifade edilir (herhangi bir lineer cebir kitabina bakilabilir).
Son esitsizlikte, a=(1,1,...,1)" ve b= (X}, Xo,..., X,)" alindiginda, vektor ¢arpimlari

(@b)=3x. (@a)=n ve (h)=3 x?
i=1 i=1

seklinde olur. Cauchy-Schwartzd esitsizliginden,

n 2 n n -1 n -2
[inj < aniZ veya [inzj <n (inj
i=1 i=1 i=1 i=1

esitsizligi elde edilir. Her i i¢in X; 20, a ve b vektorleri de

a=(%,Xg,..., xn)' , b=
olarak secildiginde ise vektor ¢arpimlari,
no, n 1
@a)=2x , (BB)=2— ve (@p)=n
i=1 i=1 X
olur. (g.'[))2 < (a'a) (b'b) esitsizliginde bu degerler yerine yazildiginda ise
5 n o, n 1 n o, -1 1 0 1
n- < le 2—2 veya ZXI < —22—2
i=1 i=1 X i
esitsizligi elde edilir ®
4.2.3. Minkowsky Esitsizligi

Asagida ifadesi verilen bu esitsizlik, Holder esitsizligine benzer. Literatiirde, degisik ispat

teknikleri vardir (Chow ve Teicher (1988), sayfa 111, Bauer (1981), sayfa 65).
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Teorem4.2.3 X,Y € £p olsun. Bu durumda,

X[, <IXT,+IY 1,
dir.

Ispat: Once, a,beR ve peR" icin,

la+b[P< (a|P+|b[P) < (2max{|al|b[}P<2P(a|’ +|b[")
oldugunu hatirlayalm. E(| X |?) <o ve E(|Y |P)< oo ise, E(| X +Y [P)<co dir. Yani, X,Y € L,
ise X +Y eL‘p dir. Ayrica

[X+Y[,=E (X +¥])< EQX[)+E(N]) = X |, +Y [,
oldugundan p =1 igin esitsizlik saglanir. Simdi, p >1 olsun. Buradan,

X Y] = [X4Y[ X Y|P X[ X +Y Py X Y|P
olup esitsizlikte her iki tarafin da beklenen degeri alnursa,

[X+Y[p=EGX+YP) SEQXIX+Y [PH+EQY X +Y[PT)

esitsizligi elde edilir. (1/ p)+(1/qg) =1 olacak sekilde q sayisi segildiginde, p=q(p—21) olup,

X +Y € Ly olur. Holder esitsizliginden,

E( XX +Y [Ph< [EQX PP IEQX +Y [FPOYa=| X TEQ X +Y AP0

1ip
= [X], [EQX Y PP Y =[] X +v]

yazilir. Yani,
-1 /

(Y] X +Y[PE) <X X + Y] 2

dir. Buradan da,
/ /
[x+Y[2=E€(|x #Y P )X X YR+ X + VB
/
= (Il + IVl )X+ Y[R

esitsizligi elde edilir. ||X +Y|| 0= 0 ise esitsizlik saglanir. ||X +Y|| p* 0 ise, son esitsizligin her

iki tarafi | X +Y| g’ 9 ile bolindigiinde, p—(p/q)=1 oldugundan,



/
XY < (IX], +I¥] i + Y2

/
v (X I X Y

[x v’ x5
p p

—p/
= XY [P <X+
= [X+Y [, < X[+ ],
elde edilir ¢

4.2.4. Jensen Esitsizligi

Jensen esitsizligini yazmadan once konveks fonksiyonlari hatirlayalim. Bir g:R —R
fonksiyonu, 0< A <1 ve her X,y €R icin

g(Ax+1-A)y) < 1g(x)+L-4) a(y)

ozelligini sagliyorsa, konvekstir, aksi halde konkavdir denir. Konveks g(x) fonksiyonun grafigi

asagida Sekil (4.2.2) de verildigi gibidir.

A LX) &) Ag(x) g(x)

I(x)=a+bx

 /

* > g0
Sekil 4.2.2 Konveks fonksiyon
Tiirevlenebilir bir fonksiyonun ikinci tiirevi pozitif ise konveks, negatif ise konkavdir. Ornegin,

g(x)=x? fonksiyonu g"(xX)=2>0 oldugundan konvekstir. Benzer sekilde, g(x)=1/xX

fonksiyonunu i¢in g"'(x) = 2/x3 olup, x>0 igin fonksiyon konveks, X <0 igin de konkavdir.

Simdi, Jensen esitsizligini yazabiliriz.

Teorem 4.2.4 (Jensen Egsitsizligi): X herhangi bir rasgele degisken, g de R den R ye

herhangi bir konveks fonksiyon olmak tizere,

E(9(X)) = g(E(X))

dir. Fonksiyon konkav ise esitsizlik yon degistirir. P(g(X) =a+bX) =1 ise esitlik vardur.



Ispat: g fonksiyonu siirekli ve tiirevlenebilir olsun. Bu durumda herhangi bir | araliginda,
Xpel igin Xy degerine baghh en az bir A (A=A(Xy)) vardir ve her Xel igin
g(xX)—9(Xg) = A(x—xg) dir. g nin X, noktas: komsulugundaki birinci dereceden Taylor serisi

acilimi
() = 9000)-+9 (%) (x—0)+ 3 (X~ 10)*9"(¢)

olup g konveks oldugundan g"”(£) >0 ve 0.5 (x—Xg)°9"(&) = 0 dir. Boylece 4 = A(Xg) =9'(Xg)
igin g(X)—g(Xg)=A(X—X%p) dur. Esitsizlikte Xy = E(X) alinirsa,
g(X)—g(E(X)) = A(X —E(X)) elde edilir. Her iki tarafin da beklenen degeri alinirsa (
E(X-E(X))=0),

E[9(X)—g(E(X)]=E(g(X))-g(E(X))=0
bulunur. Yani, E(g(X)) > g(E(X)) seklinde Jensen esitsizligi elde edilmis olur.

g fonksiyonu yukarida verildigi gibi siirekli ve tiirevlenebilir olmayabilir. Bu durumda
teoremin ispati farklidir. g(Xx) konveks oldugundan, fonksiyonun E(X) noktasindaki tanjant
dogrusu Sekil (4.2.2) de goriildiigii gibidir. Bu dogruya (sekilde goriildigii gibi) ((x) diyelim. Bazi
a,beR i¢in bu tanjant dogrusu ((x) =a+bx seklinde yazilabilir. g(x) fonksiyonu konveks
oldugundan, g(x)>((x) dir. Buradan,

g(X) = ((X)=E(g(X)) = E(((X))=E(a+bX)=a+bE(X) = ((E(X)
yazilir. ((X)=a+bx dogrusu g(x) fonksiyonunun E(X) noktasindaki tanjant degeri
oldugundan, ((E(X))=g(E(X)) dir. O halde,

E(9(X)) = ((E(X)) = g(E(X)) veya E(g(X))=g(E(X))

olur. g(x) fonksiyonu lineer ise esitlik saglanir ¢

Ornek4.2.2a) g(x) = x2 olsun. 9"(x) =2 >0 oldugundan g(x) = G fonksiyonu konvekstir.

Jensen esitsizligine gore,
E(9(X))=E(X*) = g(E(X)) = (E(X))?

dir. Yani, E(X?) 2 (E(X))* veya Var(X) = E(X%)~(E(X))? 20 du.
b) x>0 i¢in g(x)=1/x konveks (g" (x) :2/x3>0) olup Jensen esitsizliginden,
E(9(X))=E@/ X)=g(E(X)) =1/ E(X)

yazilir. Yani, E(/X) >1/E(X) dir.
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c) g(x) = x| fonksiyonu, 0<A<1ve x,y R igin,

gAx+A=-D)Y) HAx+A=2) y| < A[x[+A-A)|y[F219(x)+A-2) 9(y)
oldugundan konvekstir. Jensen esitsizligine gore,

E(9(X))=E( X[)2g(E(X)) 5 E(X)]| dir. Yani, E(| X [) 2| (E(X)] dir®

Ornek 4.2.3 Holder esitsizligi Jensen esitsizligi yardimu ile ispat edilebilir. Once, g(x) =In(X)
fonksiyonu g”(x) <0 (g"(x)=-1/x?) oldugundan konkavdir. x,yeR" ve 1<[0,1] olsun.
Jensen esitsizligine gore (E(g(X)) < g(E(X)))

AIn(x)+@—-2) In(y) < In(Ax+(@Q-2)y)
esitsizligi yazilabilir. Bununla birlikte, h(x) =e* fonksiyonu kesin artan oldugundan,

e/1In(x)+(1—/1)ln(y) < eIn(ﬂbx+(1—ﬂ) y)

In(a)

olup logaritma ve tistel fonksiyonun 6zelliklerinden ( A In(x) = In(Xﬂ) ve e =a)

e|n(xﬂ)+|n(y(H)) < oNAx+-2)y) _ eln(x’i)eln(y(l_’”) < (x4 (1-2)y)
= x* yEA < ax+ 1-2)y
esitsizligini yazabiliriz. Son esitsizlik yardimi ile Holder esitsizliginin ispatin1 yapabiliriz. Teorem
(4.2.2)de 1=1/p ve 1-A1=1/q alindiginda (1/ p)+(1/q) =1 dir. Esitsizlikte, X ve Y rasgele
degiskenler olmak iizere A=1/p, 1-A=1/q, x=|X|P/E(X|P) ve y=|Y|Q/E(Y )

diyelim. Buna gore,

| X |Y] 1o xP 1oy
<= +=

EQXPYYPEQY [HYS pEIXIP) a(EQY )
dir. Her iki tarafin beklenen degeri alindiginda ((1/ p)+(1/q) =1 dir)

xly(l_’l) <SAX+(1-)y=

E(XD _EQYD _1E(XIP)  1EQYV® 1.1

EGX PP EQY®HYT PEIXIP) daE(Y® P 4

esitsizligi elde edilir. Buradan da,

EqXD _ EQYD E( XY ) 1
EQX PP EQY YT (X PYYPEQY YT

= E( XY ) <(E(QX|P)YPE(Y MY
=[xy <[X] vl
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seklinde Holder esitsizligi elde edilir. Burada, Holder esitsizligi dogrudan Jensen esitsizliginin bir
sonucu degildir. Ancak, yukaridaki logaritma fonksiyonunun konkav olmasindan dolayi elde edilen

esitsizligin bir sonucudur ®
X ve Y beklenen degerleri mevcut herhangi iki rasgele degisken olsun. Genellikle
E(X/Y)=E(X)/E(Y) dir. Ancak, Cov(X/Y,Y)=0 ise E(X/Y)=E(X)/E(Y) esitligi

yazilabilir. Kovaryansin tanimindan,
X X X X
0=Cov| —,Y |=E| =Y |-E| — |[E(Y)=E(X)-E| — |E
(Y j [Y j (Y) (=E(X) (Yj )
esitliginden

X X

0= E(X)—E(VJE(Y):E(VJE(Y)zE(x)jg(lj_ﬂ

Y ) E(Y)

elde edilir.
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