HAFTA 11

OZEL DAGILIMLAR

Bu boliimde, olasilik ve istatistikte dne ¢ikan bazi dagilimlar ele almacaktir. Oncelikle, olasilik
dagilimlarinin burada bahsedilen dagilimlarla siirli olmadigini belirtelim. Johnson ve Kotz (1970)
dagilimlar ile ilgili dort ciltlik bir kitap yayimlamistir. Bunlardan birinci cildi tek degiskenli kesikli
dagilimlar, ikinci ve liglincii ciltleri tek degiskenli siirekli dagilimlardan olugsmaktadir. Dordiincii
cilt ¢ok degiskenli istatistik dagilimlarini icermektedir. Olasilik dagilimlar1 da rasgele
degiskenlerde oldugu gibi kesikli ve siirekli dagilimlar olarak ayri ayri incelenecektir. Rasgele
degiskenler ve dagilimlart ikinci boliimde ayrintili olarak incelendiginden, burada segilen 6zel
dagilimlarin baz1 6zellikleri lizerinde durulacaktir. Ayrica, cok degiskenli normal dagilim, 6zellikle
iki degiskenli normal dagilim iizerinde de durulacaktir. Bazi dagilim aileleri (listel aileler) de bu

boliimde yer verilecek konular arasindadir.

5.1. Tek Degiskenli Kesikli Dagihmlar

5.1.1. Bernoulli Dagilim

Sadece iki sonucu (basari-basarisiz, dogru-yanlis gibi) bulunan deneylere Bernoulli deneyi
denir. Bir Bernoulli deneyinin 6rnek uzayi iki elemandan olusan bir kiimedir. Yani, drnek uzay
Q={w,w,}olup

X: Q>R

0, w=w,
w— X(w) = ! W
| -

olarak tammlanan X fonksiyonuna Bernoulli rasgele degiskeni denir ve deger kiimesi Dy ={0,1}
dir. Bu fonksiyonun bir rasgele degisken oldugu ikinci boliimde gosterildi. Genellikle, {Basari}
yerine {w: X (w) =1} ve P({Basar1}) veya P({w:X(w)=1}) yerine de kisaca P(X =1) yazilir.
P(X =1) basar1 olasihigina p denirse, q=1—p olmak iizere Bernoulli rasgele degiskeni i¢in
olasiliklar,

P(X =x)=p*q'™*, x=0,1

1-x

formiilii ile hesaplanir. Dy ={0,1} ve xe Dy i¢in P(X =X) = p* " olmak iizere, Bernoulli

rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,



f(X):{P(XO:X) , ;(;DX

dir. Dagilimin olasilik fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil (5.1.1) de verilmistir.
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Sekil 5.1.1 Bernouilli dagiliminin olasulik fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu (p=0.6)

Bu olasilik fonksiyonu kisaca,

P(X =x)=p g%, x=0,1
seklinde ifade edilecektir. 0 < p <1 i¢in p basari olasiligini gostermek iizere, Bernoulli dagilimi

icin X ~ Bern(p) gosterimi kullanilacaktir.

Bernoulli dagiliminin biitiin momentleri basar1 olasiligina esittir. Yani, k sonlu bir tamsay1 (

k € N') olmak tizere,

1
E(Xk) = > xP(X=x)=0P(X=0)+1.P(X =1)=P(X =1)=p
x=0
dir. Buradan, dagilimin varyansi

2 2 2
Var(X)=E(X")-[E(X)]" = p-p” = p(l-p)=pqg
ve moment ¢ikaran fonksiyonu da t € R igin
1
My (t) =E(e')= > e"P(X =x)=q+ pe'
x=0
dir. Benzer sekilde, karekteristik fonksiyonu ¢y (t)=q+ peit , carpimsal moment g¢ikaran
fonksiyonu da Ny (t) = E(tx)=q+ pt dir. X ~Bern(p) dagilim igin,

E(X) = d Ny (t)
dt |_
olup diger biitiin ¢arpimsal momentler sifirdir. Yani,
E(X(X-1)=0, E(X(X-1)(X-2))=0,...,E(X(X -1)(X -2)..(X —k))=0
dir. Kiimiilant tireten fonksiyonu Ky (t) =In(My (t)) olup, kiimiilantlardan ilk ii¢ tanesi

et

d
Ky == (n(@+ pe) o= Pe | o=p=E(X)
t q

+pet



d? et
Kp=—7(n(a+ pe') o= t

(9+pe’)

3

_ pqe'(q+ pe')—2(q+ pe') pe' pae’

—PAE | o= pa=Var(X)

d t
Kz=——=(n(q+ pe’) |t-0=
3 dtg t=0

(q+pe")?

lico= Pq-2qp° = pa(L-2p)

seklinde hesaplanmistir. Digerleri ardisik olarak hesaplanir.

5.1.2. Binom Dagilim

Bir Bernoulli deneyi, her denemede basar1 olasilig1 ayni olacak sekilde birbirinden bagimsiz
olarak n kez tekrarlansin. Boyle bir deneye Binom deneyi denir. X rasgele degiskeni Binom

deneyindeki basarilarin sayisi olarak tanimlandiginda, X in deger kiimesi Dy ={0,1,2,3,...,n}

olur. Bernoulli denemesinde basariyr B, basarisizhigi da B ile gosterirsek, Binom deneyinde X

tane basari,

seklinde gozlenebilir. Bu X tane basari, sekilde de goriildiigii gibi C(n,x) farkl sekilde dizilebilir.

Her bir denemede basar1 olasiligi ayni ise, basarisizlik olasiligi da aynidir. Buna gore, basari

olasihigr p (P(B)=p, q=1- p) olmak iizere, Binom deneyinde X tane basari elde etme olasilig1

x=0,12,3,...,n i¢in,

P(X =x) =[2j p g™

ile hesaplanir. Buradan, X in olasilik fonksiyonu, Dy ={0,1,2,3,...,n} olmak iizere,

f(x):{P(XO:X) , )(;.ey'DX

dir. Binom dagilimi i¢in X ~ Binom(n, p) gosterimi kullanilacaktir.

dagiliminin olasilik fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafigi asagidadir (Sekil (5.1.2)).
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Sekil 5.1.2 Binom dagiliminin olasilik fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu (n=3 ve p=0.6)

3

X ~ Binom(3,0.6)



Bir Bernoulli deneyi birbirinden bagimsiz olarak n defa tekrarlansin. X; birinci denemedeki
basarilarin sayis1, X, ikinci denemedeki basarilarin sayis1 ve X, de n. denemedeki basarilarin

sayist olsun. Bu rasgele degiskenlerin toplami, Bernoulli deneyinin n kez tekrarlanmasinda
gozlenen basarilarin sayisit olur. Bu rasgele degiskenlerin her biri bagimsiz Bernoulli rasgele
degiskenidir. Bernoulli deneyinin n kez tekrarlanmasinda gézlenen basarilarin sayis1 X olsun. Her

i igin X; ler O yada 1 degerlerini aldigindan X; lerin toplami1 X in deger kiimesi olur. Yani bir
Binom rasgele degiskeni, bagimsiz Bernoulli rasgele degiskenlerinin toplamidir.

Diizgiin bir paranin ti¢ defa atilmasi deneyini gbz Oniine alalim. Burada oOrnek uzay,
Q= {YYY JYT,YTY,TYY,TTY,TYT ,YTT ,TTT} olup, Q iizerinde tanimlanan sigma cebir Q nin
kuvvet kiimesi (U =o(Q)) olsun. Ayrica AelU i¢in P(A)=n(A)/8 denirse, (2, U,P) bir
olasilik uzay1 olur. Bu deneyde, X gelen turalar1 (veya yazilari) sayan bir rasgele degiskendir.
Buna gore, deneme sayisi sabit olup her bir denemede tura gelmesi olasiligi aynidir. Denemeler
birbirinden bagimsiz ise X , Binom rasgele degiskenidir. Yani, X ~Binom(n=3, p=1/2) olup
olasilik fonksiyonu,

X 3-X
P(X =x) :{i) (%) (%) , Xx=0,1,2,3

dir. Bu olasilik fonksiyonu bazen

X=x | o0 1 2 3
P(X=x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

seklinde de ifade edilir.

X ~ Binom(n, p) olmak iizere olasilik fonksiyonu,

n
P(X =X) :( j p*q"*, x=0,123,...,n
X
seklinde verildiginde fonksiyonun bir olasilik fonksiyonu oldugu

i P(X =x)= i @ p "X =(p+0q)" =1

seklindeki Binom agilimindan ( p + q=1) agiktir. Dagilimin momentlerinin dogrudan hesab1 biraz

karmasiktir. Ornegin, dagilimin birinci momenti, yani beklenen degeri

E(X)_ZXP(X_X)_ZX(XJ X Z”: x n! pXg" X

x=0 x=0 x=0 X'(n X)I
_ 3 np (n-1)! xLgn-x _ 0 (n-1)! x-1n—x
xzo (x=1)!(n—x)! P _npg’o (x=1)!(n—x)! P



n-1 (n-1)! 1 n-1/n 1
=mpy ——————p’q"" ' =mp ¥ | Ip'g"
y=0 Y!(n-1-y)! y=o \Y
-1
=np(p+0a)"~ = np
dir. Binom rasgele degiskeni bagimsiz Bernoulli rasgele degiskenlerinin toplami olarak
diistiniildiiglinde dagilimin beklenen degeri daha kolay hesaplanir. Xq, X5,..., X, ayn1 p basar

olasihigina sahip bagimsiz Bernoulli rasgele degiskenleri olmak tizere X = X;+ Xy, +...+ X
rasgele degiskeni de basari olasiligt p olan Binom dagilimina sahiptir. Her i i¢in E(X;)=p
oldugundan X ~ Binom(n, p) dagiliminin beklenen degeri,

E(X)=E(X;+ X +...+ X)) =E(X))+E(Xy)+...+4E(X)=p+p+..+p=np
dir.

Beklenen degerlerin var olmasi halinde, rasgele degiskenlerin toplamimnin beklenen degeri,
beklenen degerlerinin toplamina esittir. Eger rasgele degiskenler bagimsiz ise, rasgele degiskenlerin

toplaminin varyansi da varyanslarinin toplamidir. Yani, X ve Y sonlu beklenen deger ve varyansa

sahip iki rasgele degiskenler ise,

E(X£Y)=E(X)xE(Y) Var(XzxY)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
dir.

Simdi, bu esitliklerin dogru oldugunu gosterelim. X , Y kesikli ve olasilik fonksiyonu (siirekli
ise toplam yerine integral gelir) P(X =X,Y =Y) olmak tizere E(X £Y) beklenen degeri

E(XxY)= > > (xXzyP(X=XxY=Yy)

xeD, yeDy
= > Y [XP(X=xY=y)tyP(X=xY =Y)]
xeDy yeDy
= 2 x X PX=xY=y)+ > y 3 P(X=xY=y)
xeDy yeDy yeD, xeDy
= 2 xP(X=x) = > yP(Y =y)=E(X)*E(Y)
xeDy yeDy

olur. Yani, E(X £Y)=E(X)=*E(Y) dir. Benzer sekilde varyans da,

Var(X £Y) = E[(X £Y)?]-[E(X £Y)]?
= (X2 +Y2 £2XY]-[E(X))? + (E(V)? £ 2E(X)E(Y)]

—[E(X2) - (E(X))?]+[E(Y2) = (E(Y))?]£ 2[E (XY ) - E(X)E(Y)]
=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
dir.



X1, X9,..., X, bagimsiz Bernoulli rasgele degiskenleri oldugundan, i=#j igin
Cov(X;, X;)=0 dir. Dolayist ile Binom dagiliminin varyansi,

Var(X) =Var(X;+ Xs +...+ X))
=Var(Xy)+Var(X,)+...+Var(X,,)=pg+ pq+...+ pg=npq
dir. Diger taraftan, Bernoulli dagilimimin moment ¢ikaran fonksiyonu M X, ) =g+ pet

oldugundan Binom dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu da,

n n n
My =My, _ox, ©=][Mx, ©=]T(a+pe')=(a+pe!)
i=1 i=1
olarak bulunur. Kiimiilant iireten fonksiyonu,
Ky () = (1) =In(K (1)) = In[(q + pe")"]=n In(q + pe")

olup kiimiilantlar

_d"Kx (®)

K
" dt"

t=0

esitligi ile hesaplanir. Kiimiilantlardan ilk dort tanesi,

t
K =de(t) _ npet —np=E(X)
dt Jio (a+pe)l
d2 Ky (t npe'  np?e”
Ky =— é() =P oo : t2| =np-np’
dt? |, (a+pe) (@+pe)|,

=np(l-p)=npqg=Var(X)

d3 Ky () npel  3np2e?  2np3e™ |
Ks= 3 - t 2 1,3
d® |, @+pe) (a+pe)? (a+pe’|
:np—3np2+2n p3
d* Ky (1) npel  3np2e?t 2n p3e3t|
Ke=—7" = ty et t\3
dt* | (@+pe) @+pe)? (@+pe)|

=n p—7np2+12n p3—6n p4

olarak hesaplanmistir. Dagilimin ¢arpimsal moment iireten fonksiyonu ise,

N =)= 3 vp0x == 3 0 e B earan ~(a oo

x=0

olup dagilimin carpimsal momentlerinden ilk ii¢ tanesi ( p+q=1)



ee) =20 g pyrip| =np,

dt | t=1
2
EX(x-0)= X0 =np-Dp(a+py™ e =n(n-np”
t=1
3
E(X(X ~1)(X —2)) =dN—>§(t) =np?(+p)"3(n?-3n+2)|
dt o1 t=1

:n(n2—3n+2)p3

olarak hesaplanmistir.
neN i¢in X, rasgele degiskenlerinin moment ¢ikaran fonksiyonu M X, (t), sifir noktasinin

her komsulugunda bir X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonuna (M y (t) diyelim)
yakinsiyorsa, X,y lerin dagilim fonksiyonlarmin dizisi de X in dagilim fonksiyonuna yakinsar.
Yani,

lim My (t)=My (t) ise lim Fy (x) =Fx (X)

n—o " n—wo "
dir.

Rasgele degiskenlerin moment ¢ikaran fonksiyonu bazen olmayabilir. Béyle durumlarda
karekteristik fonksiyonu kullamilir. neN i¢in X, rasgele degiskenlerinin Kkarekteristik
fonksiyonlart  (oy_ (t)) bir X rasgele degiskenin karekteristik fonksiyonuna (¢y (t))
yakinstyorsa, dagilim fonksiyonlar1 da yakinsar. Yani,

lim oy (t) =@y (t) ise lim Fy (X) =Fx (x)

n—o " n—o "
dir.

5.1.3. Cok Terimli Dagilim (Multinomial Distribution)

Bernoulli deneyinde sadece iki sonu¢ vardir. Olabilir sonuglarinin sayisi ikiden fazla olan
deneyler Bernoulli deneyi degildir. Ornegin, bir kavanozun icinde k farkli renkte top bulunsun. Bu
kavanozdan ¢ekilen topun tekrar yerine konulmasi kosulu ile n tane top ¢ekelim. Buna gore, her
bir denemede siyah top gelmesi olasiligi aynidir. Kirmizi veya sar1 top gelmesi olasiliklar1 da

aymdir. Dolayisi ile, deneyin birbirinden ayrik K farkli sonucu vardir. Siyah top gelmesi olayr E;
ise X; de gelen siyah toplarin sayis1 olur. Kirmizi top gelmesi olayr E, ise X, kirmizi toplarin
sayisini, E; de sar1 top gelmesi olay1 ise Xg, sar1 toplarin sayisi olarak tanimlanabilir. Denemeler

birbirinden bagimsiz ve herbir denemede siyah top gelmesi olasiligi ( E; olaymin gerceklesmesi



olasiigr) aymidir. Buna gore, X; rasgele degiskeninin deger kiimesi Dy ile X, rasgele

degiskeninin deger kiimesi aymdir ( Dy, = Dy, ={0,1,2,3,...,n}).

B, Es,....Ex ler bir deneyin ayrik sonuglart olsun. (X, X,,...,X,) bagimsiz rasgele
degiskenleri de E; olaylarinin ka¢ defa gozlendigini saysin. Yani, n bagimsiz denemede X;
rasgele degiskeni E; olaymin ka¢ defa gdzlendigini, X, de E, olaymin ka¢ defa gdzlendigini
saysin. P(Ej)=p; olmak iizere, (X, X,,...,X,) rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu

X +Xo+.o X =N, pp+po+..+pc=1 %=02L2..,nvei=L2..kK i¢in

n!
P(X1=%, Xp =X,eee, Xy = X )= . P P2 "

Xl! X9 L.Xx !
dir. Simdi bunun bir olasilik fonsiyonu oldugunu gosterelim. i1=1,2,3,..,k i¢in pj,% €R ve

X+ Xo +...+ X =N olmak lizere ¢ok terimli Binom agilimu,

n ¢ e e n! X 4 X2 Xk
(PLtProtP)= 2 2 o1 P2 P
X=0x,=0 X, =0 X_']_ -X2 Xk !

seklindedir. Bunun igin,

n (n B
(Pr+ P+t P) =(p+ (P +ot P = > [XJpl)(l(pZ"'-""' p)"
1

X =0
n-x _ nx o N=X) N—X—X,
(Pp +...+ Py) =(py+(pP3+...4 Py)) => y P52 (P3 +...+ Py) olup,
X =0 2
bdyle devam ederse,
noN=x N=X—.=X%1(n \(n-X N—X —...— X, _
P+ P+t P)' =2 2 o X ( J[ 1}( P 1) Pit P Py
X =0 xo=0 X, =0 X X2 Xk

elde edilir. Bununla birlikte,

n N—=X [ N=X —Xp n—Xl—XZ—...—Xk_l
X X2 X3 Xk

n! (n—xp)! (M=% —Xo —.= X))t n!

X IN=X)! %=X = %) X I(n=X =X —...= X )T XX IXg L X !

oldugundan



X N=X—=X1(n \(N—X N—X —..— Xg_
(PPt p) =Y T 3 [ j{ 1][ ' “jp P32 py¢

¥1=0 X, =0 X, =0 )\ X2 Xk
n n-Xx n—Xl—...—Xk,]_ n|

=2 T X A ptpRp
%=0 Xp=0 =0  Xalxpl.x!

seklinde ¢ok terimli Binom agilimi elde edilmis olur. p; + p, +...+ px =1 oldugundan,

n-x N=X—.—Xgx_1

Z Do 2 P(Xp=x Xy =Xg,ee X =X )

% =0 Xp=0 X =0
n—x N=X—.—Xk1 n!
-y Y.y TP PP = (Pt Pyt Py =
% =0 xo=0 X =0 X : Xz Xy

olup Xy +Xo +...+X =N, p+pr+..+pc =1, x=01L2,..,nve i=12,.., Kk olmak iizere

n! X
P(X]_:X:IJXZ:XZ"“’XK :Xk):Wp p . pkk
1= A2+

seklinde verilen fonksiyon bir olasilik fonksiyonudur.

Ornek 5.1.1 Bir kavanozda 5 siyah, 4 kirmiz1 ve 3 sar1 top vardir. Cekilen toplar tekrar yerine
koyarak kavanozdan 6 top ¢ekelim. Cekilen toplarin 3 siyah, 2 kirmizi ve 1 sar1 olmasi olasiligini

hesaplayalim. Burada olaylar her bir deneme i¢in

E, ={siyah top cekilmesi}, E, ={kirmuzi top ¢ekilmesi}, Ez ={sar top ¢ekilmesi}
olarak yazildiginda Ej, Eo ve Eg olaylar drnek uzayin bir par¢alanmasini olusturur. Her bir
olaym ger¢eklesme olasiliklar1 (N =6)

p=P(E)=5/12,  p,=P(E,))=4/12, py=P(E3)=3/12

seklinde olup aranan olasilik,

| 3 2 1 (=3
P(Xy=3X, :2,x3=1)=L(3j (ij (ij BINANE) _ 625
3121112 ) (12 12 3!2!1!(12) 5184

dir.



